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Òóïîñòü è ãåíèé
À.ÀËÅÊÑÀÍÄÐÎÂ

Â
ÑßÊÈÉ, ÊÒÎ ÇÀÍÈÌÀËÑß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÎÉ – ÐÅ-
øàÿ  çàäà÷è,  äîêàçûâàÿ  òåîðåìû  èëè  ôîðìèðóÿ
íîâûå êîíöåïöèè, íàâåðíîå, èìåë ñëó÷àé íå ðàç

ïîðàæàòüñÿ ñâîåé òóïîñòè. Äóìàë, äóìàë íàä çàäà÷åé
– íå ðåøèë, à óçíàë ðåøåíèå – ïîäóìàë: êàêîé äóðàê!
êàê ÿ íå ñîîáðàçèë? À òî äóìàë, äóìàë – ðåøèë è ðàä,
à âñå æå, áûâàåò, ïîäóìàåøü: òóïèöà! êàê ÿ ðàíüøå íå
ñîîáðàçèë?

Ó ó÷åíûõ-ìàòåìàòèêîâ áûâàåò òàê: äóìàåøü, äóìà-
åøü íàä òåîðåìîé, èíîãäà äîëãî, èíîé ðàç íå ãîä è íå

äâà, èùåøü äîêàçàòåëüñòâî è òàê è ñÿê, è ñ ýòîãî êîíöà
è ñ äðóãîãî, àí íå âûõîäèò, à âûøëî – óäèâëÿåøüñÿ:
äóðàê! êàê ÿ ðàíüøå íå ñîîáðàçèë? À óæ î íîâûõ
êîíöåïöèÿõ è ãîâîðèòü íå ïðèõîäèòñÿ: çàíèìàåøüñÿ
êàêèìè-íèáóäü âîïðîñàìè, à íå ïðèõîäèò â ãîëîâó
ïîñìîòðåòü íà íèõ ñ áîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ èëè ñ
äðóãîé, òàê ñêàçàòü, ñòîðîíû; íå ôîðìóëèðóþòñÿ ïî-
ýòîìó îáùèå ïîíÿòèÿ, ïðîÿñíÿþùèå êðóã âîïðîñîâ. À
ïîòîì, åñëè – êàêîå ñ÷àñòüå! – ñîîáðàçèë, òî óäèâëÿ-
åøüñÿ: êàê ýòî ðàíüøå òåáå â ãîëîâó íå ïðèøëî? Íó à
åñëè ñîîáðàçèë êòî-òî äðóãîé, òî êàê íè ðàäóåøüñÿ
óñïåõó íàóêè, à çëî áåðåò: êàê ýòî ÿ, òóïèöà, ñàì íå
äîäóìàëñÿ!

Ïîèñêè ðåøåíèÿ íåñòàíäàðòíîé çàäà÷è, êàê è äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû, ñîñòîÿò îáû÷íî â òîì, ÷òî ïðèõîäèò
â ãîëîâó îäíî ðåøåíèå èëè äîêàçàòåëüñòâî – íåâåðíîå!
ïîòîì – äðóãîå: «ãåíèàëüíàÿ èäåÿ!» – íåâåðíî! òðåòüÿ
ïîïûòêà – íåâåðíî! åùå áðîñîê íà çàäà÷ó – ïðîìàõ...
È åñëè çàäà÷à èëè òåîðåìà òðóäíàÿ, òî òàê ìîæåò
äëèòüñÿ äîëãî.

Ïîìíþ, ïðåäëîæèë ÿ Èîñèôó Ëèáåðìàíó îäíó òåîðå-
ìó äîêàçàòü, áûëà ó ìåíÿ õîðîøàÿ ãèïîòåçà. Òîãäà îí
áûë ñòóäåíòîì è ñòàë áû êðóïíûì ãåîìåòðîì, åñëè áû
íå âîéíà: îí ïîãèá â àâãóñòå 1941 ãîäà, à â èþëå â ôîðìå
ìîðñêîãî îôèöåðà çàùèòèë äèññåðòàöèþ – óæå íà
âòîðîì ãîäó àñïèðàíòóðû – òàêîé áûë òàëàíò. Òàê âîò,
ïðåäëîæèë ÿ åìó äîêàçàòü òåîðåìó. Âñòðå÷àåìñÿ ÷åðåç
íåêîòîðîå âðåìÿ, îí ãîâîðèò: äîêàçàë, è ðàññêàçûâàåò.
À ÿ åãî çàöåïèë: â ýòîì ìåñòå ïî÷åìó âû òàê óòâåðæäà-
åòå? Îøèáêà – óøåë Èîñèô. Îïÿòü âñòðå÷àåìñÿ –
èñïðàâèë îí îøèáêó, íî äàëüøå îïÿòü îøèáêè. Òàê ÿ
åãî ïî÷òè öåëûé ãîä ãîíÿë. Íî ïîòîì îí åùå ïîäó÷èë
òîïîëîãèþ è äîêàçàë íå òîëüêî ìîþ òåîðåìó, íî è áîëåå
ñèëüíóþ, êîòîðóþ óæå ñàì ñôîðìóëèðîâàë.

Òàêèõ èñòîðèé äîëãèõ ïîèñêîâ ìîæíî ðàññêàçàòü
ìíîæåñòâî. Âîò, íàïðèìåð, ïðèäóìàë ÿ â 1937 ãîäó
îäíó òåîðåìó, î÷åíü õîðîøóþ òåîðåìó, è äîêàçàë åå
ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Åñ-

Ñòî âîñåìüäåñÿò ëåò òîìó íàçàä, 23(11) ôåâðàëÿ 1826 ãîäà ñîñòîÿëîñü ïåðâîå ïóáëè÷íîå âûñòóïëåíèå Íèêîëàÿ
Èâàíîâè÷à Ëîáà÷åâñêîãî ñ èçëîæåíèåì îñíîâ ñîâåðøåííî íîâîé, íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Ñåãîäíÿ ìû âîñïðîèçâîäèì ñòàòüþ àêàäåìèêà Àëåêñàíäðà Äàíèëîâè÷à Àëåêñàíäðîâà, îïóáëèêîâàííóþ â
«Êâàíòå» â 1982 ãîäó è ïðèóðî÷åííóþ ê 190-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî.

Îäèí èç êðóïíåéøèõ ãåîìåòðîâ äâàäöàòîãî âåêà À.Ä.Àëåêñàíäðîâ, ïîæàëóé, êàê íèêòî äðóãîé ñìîã íå òîëüêî
ïðîôåññèîíàëüíî ïåðåäàòü ñóòü îòêðûòèÿ, íî è ýìîöèîíàëüíî è ÿðêî ðàñêðûòü äðàìàòèçì ñòîëêíîâåíèÿ èäåé,
õàðàêòåðîâ. È àâòîð ñòàòüè – Àëåêñàíäðîâ è åå ãåðîé – Ëîáà÷åâñêèé áûëè âûäàþùèìèñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè
ðîññèéñêîé íàóêè. Îáëàäàÿ ìîãó÷èì ìàòåìàòè÷åñêèì òàëàíòîì, è òîò è äðóãîé ÿâèëèñü îñíîâîïîëîæíèêàìè
ôóíäàìåíòàëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òåîðèé, íàâñåãäà âïèñàâ ñâîè èìåíà â èñòîðèþ ìèðîâîé íàóêè. Îáà,
îáëàäàÿ òâåðäûì õàðàêòåðîì è ÿðîñòíûì òåìïåðàìåíòîì, ñòðàñòíî îòñòàèâàëè íàóêó è îáðàçîâàíèå îò
àãðåññèâíîé íåâåæåñòâåííîñòè «ñèëüíûõ ìèðà ñåãî». Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò ÿâëÿÿñü ðåêòîðàìè âåäóùèõ
óíèâåðñèòåòîâ, è Íèêîëàé Èâàíîâè÷ è Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷ îñòàâèëè íåèçãëàäèìûé ñëåä â ñóäüáå Êàçàíñêîãî
è Ëåíèíãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòîâ, êîòîðûå îíè âîçãëàâëÿëè.



òåñòâåííî, âñòàë âîïðîñ äîêàçàòü åå áåç ýòèõ ïðåäïîëî-
æåíèé. Âîïðîñ ñòîèò äî ñèõ ïîð – 45 ëåò. Î÷åíü ÿ
ñòàðàëñÿ åå äîêàçàòü, è äðóãèå î÷åíü ñòàðàëèñü, äà íå
âûøëî.

È òàê âî âñåõ íàóêàõ. Áüåòñÿ ôèëîëîã íàä ðàñøèô-
ðîâêîé è òîëêîâàíèåì òåêñòà – è òàê è ñÿê... À ïîòîì,
êîãäà ñîîáðàçèë, òîæå, íàâåðíîå, óäèâëÿåòñÿ, âðîäå
íàñ, ìàòåìàòèêîâ: êàêîé äóðàê! êàê ýòî ÿ ðàíüøå íå
ñîîáðàçèë? îíî âåäü î÷åâèäíî!

Ñëîâîì, òîò, êòî äóìàë, âäóìûâàëñÿ, èñêàë, òîò
çíàåò, íàñêîëüêî òóï è íåñîîáðàçèòåëåí áûâàåò ÷åëî-
âåê. Ñîîáðàçèòåëüíîñòüþ ñâîåé ëþáóþòñÿ îáû÷íî ëþäè,
êîòîðûì íå ïðèõîäèëîñü óïîðíî âäóìûâàòüñÿ è èñ-
êàòü,– ëåãêî äàåòñÿ óäà÷à òîìó, êòî íå ñòàâèò ïåðåä
ñîáîþ òðóäíûõ çàäà÷, ñåðüåçíûõ öåëåé.

×òî òàêîå ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî

È âîò, ÿ õî÷ó ðàññêàçàòü èñòîðèþ î ÷åëîâå÷åñêîé
òóïîñòè è î ãåíèè, èñòîðèþ, íåñðàâíåííî áîëåå çíà÷è-
òåëüíóþ, ÷åì òå, î êîòîðûõ ÿ òîëüêî ÷òî ãîâîðèë.
Ðàçãîâîð ïîéäåò îá îäíîì èç âåëè÷àéøèõ çàâîåâàíèé
÷åëîâå÷åñêîãî äóõà, â êîòîðîì ó÷àñòâîâàëè ïåðâî-
êëàññíûå òàëàíòû è ïîäëèííûå ãåíèè áåç ïðåóâåëè÷å-
íèé. Ðå÷ü – î íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, î åå áîëåå ÷åì
2000-ëåòíåé èñòîðèè.

Èñòîðèÿ ýòà î÷åíü èíòåðåñíà è ïîó÷èòåëüíà. Ñ íåé
ñâÿçàíî ìíîãî òàêîãî, ÷òî êàñàåòñÿ íå ìàòåìàòèêè
ñàìîé ïî ñåáå, à ñâîéñòâ, ïóòåé è ñòðàñòåé ÷åëîâå÷åñ-
êèõ. Íî, ïðåæäå ÷åì ãîâîðèòü îá èñòîðèè, íàäî áû
îáúÿñíèòü, ÷òî òàêîå íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ, èëè ãåî-
ìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî.

Îòâåò, êîíå÷íî, âñåì èçâåñòåí: ýòî – ãåîìåòðèÿ,
ïîëó÷åííàÿ èç ãåîìåòðèè Åâêëèäà èçìåíåíèåì îäíîé
òîëüêî àêñèîìû ïàðàëëåëüíûõ. Èìåííî, ó Ëîáà÷åâñ-
êîãî ïðèíèìàåòñÿ çà àêñèîìó, ÷òî ÷åðåç òî÷êó, íå
ëåæàùóþ íà äàííîé ïðÿìîé, ïðîõîäèò ïî êðàéíåé
ìåðå äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå äàííîé (ò.å. ëåæàùèå
ñ íåé â îäíîé ïëîñêîñòè è åå íå ïåðåñåêàþùèå).
Óòâåðæäåíèÿ, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, òåîðåìû, êîòî-
ðûå âûâîäÿòñÿ èç òàê èçìåíåííûõ îñíîâàíèé ãåîìåò-
ðèè Åâêëèäà, è îáðàçóþò ãåîìåòðèþ Ëþáà÷åâñêîãî.
Âñå ýòî, êàê ìû âèäèì, «î÷åíü ïðîñòî» è ãîâîðèòñÿ
êîðîòêî è ÿñíî. Òðóäíîñòü, îäíàêî, â òîì, ÷òî àêñèîìà
Ëîáà÷åâñêîãî íå ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó íàãëÿäíîìó
ïðåäñòàâëåíèþ. Ïîýòîìó è âûâîäû èç íåå – ìíîãèå
òåîðåìû ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî – îêàçûâàþòñÿ âîâñå
ñòðàííûìè è íåâîîáðàçèìûìè. Ðåàëüíûé ñìûñë ýòîé
ãåîìåòðèè èç äàííîãî âûøå åå ïðîñòîãî ôîðìàëüíîãî
îïðåäåëåíèÿ ñîâåðøåííî íå ÿñåí.

Ñàì Ëîáà÷åâñêèé íàçûâàë ñâîþ ãåîìåòðèþ âîîáðàæà-
åìîé. Îí ñìîòðåë íà íåå êàê íà òåîðèþ, êîòîðàÿ ìîãëà
áû îêàçàòüñÿ ïðèëîæèìîé ê ðåàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó.
Íî òîëüêî «ìîãëà áû» – ðåàëüíûõ æå ïðèëîæåíèé íå
áûëî. Ïîýòîìó è ëîãè÷åñêàÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ýòîé
ãåîìåòðèè îñòàâàëàñü íåóñòàíîâëåííîé. Âåäü êàê íè
ðàçâèâàë åå Ëîáà÷åâñêèé, à ìîãëî áû îêàçàòüñÿ, ÷òî
äàëüøå âñå-òàêè îáíàðóæèòñÿ ïðîòèâîðå÷èå.

Ðåàëüíûé ñìûñë è ëîãè÷åñêàÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü
ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî âûòåêàþò èç åå ïðîñòîé ìîäå-
ëè, ïðèäóìàííîé íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ô. Êëåéíîì.

Â ýòîé ìîäåëè çà «ïëîñêîñòü» ïðèíèìàåòñÿ âíóòðåí-
íîñòü êàêîãî-ëèáî êðóãà (ðèñ.1), çà «òî÷êè»– òî÷êè
ýòîé âíóòðåííîñòè, çà «ïðÿìûå» – õîðäû, êîíå÷íî, ñ
èñêëþ÷åíèåì êîíöîâ, ïîñêîëü-
êó ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî
âíóòðåííîñòü êðóãà. Çà «ïå-
ðåìåùåíèÿ» ïðèíèìàþòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ êðóãà, ïåðå-
âîäÿùèå åãî â ñåáÿ è õîðäû –
â õîðäû. Ñîîòâåòñòâåííî,
«êîíãðóýíòíûìè» íàçûâàþò-
ñÿ ôèãóðû, ïåðåâîäèìûå äðóã
â äðóãà òàêèìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè.

Âñÿêàÿ òåîðåìà ïëàíèìåò-
ðèè Ëîáà÷åâñêîãî ÿâëÿåòñÿ â ýòîé ìîäåëè òåîðåìîé
ãåîìåòðèè Åâêëèäà è, îáðàòíî, âñÿêàÿ òåîðåìà ãåîìåò-
ðèè Åâêëèäà, ãîâîðÿùàÿ î ôèãóðàõ âíóòðè äàííîãî
êðóãà, ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Ýòî
îáùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðîâåðêîé ñïðàâåä-
ëèâîñòè â ìîäåëè àêñèîì ãåî-
ìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Òî, ÷òî
àêñèîìà ïàðàëëåëüíûõ íå âû-
ïîëíÿåòñÿ â ýòîé ìîäåëè, âèä-
íî íåïîñðåäñòâåííî: íà ðèñóí-
êå 2 ÷åðåç òî÷êó Ñ, íå ëåæà-
ùóþ íà «ïðÿìîé» (ò.å. íà õîð-
äå) ÀÂ, ïðîõîäèò áåñêîíå÷íî
ìíîãî «ïðÿìûõ» (õîðä), íå
ïåðåñåêàþùèõ ÀÂ. Ïîýòîìó,
åñëè â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêî-
ãî èìååòñÿ ïðîòèâîðå÷èå, òî
ýòî æå ïðîòèâîðå÷èå (âåðíåå, åãî ïåðåâîä íà «ÿçûê â
êðóãå») èìååòñÿ è â ãåîìåòðèè Åâêëèäà.

Äàëåå, âñÿêàÿ òåîðåìà ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî îïè-
ñûâàåò â ìîäåëè Êëåéíà íåêîòîðûå ôàêòû, èìåþùèå
ìåñòî âíóòðè êðóãà. Èìåííî ôàêòû, åñëè ìû áåðåì íå
àáñòðàêòíûé êðóã, à ðåàëüíûé êðóã è ðåàëüíûå õîðäû
è ïîíèìàåì òåîðåìû êàê óòâåðæäåíèÿ îá ýòèõ ðåàëü-
íûõ âåùàõ, âçÿòûå, êîíå÷íî, ñ òîé òî÷íîñòüþ, êîòîðàÿ
äîñòóïíà äëÿ íàøèõ ïîñòðîåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ãåî-
ìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî èìååò âïîëíå ðåàëüíûé ñìûñë ñ
òîé òî÷íîñòüþ, ñ êàêîé âîîáùå èìååò ñìûñë ãåîìåòðèÿ
â ïðèìåíåíèè ê ðåàëüíûì òåëàì.

Ñòàëî áûòü, ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî íàñòîëüêî íå-
ïðîòèâîðå÷èâà, íàñêîëüêî íåïðîòèâîðå÷èâà ãåîìåòðèÿ
Åâêëèäà, è èìååò â òàêîé æå ñòåïåíè ðåàëüíûé, ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî óñòàíàâëèâàåìûé ñìûñë.

Îò Åâêëèäà äî Ëîáà÷åâñêîãî

Ñàì Åâêëèä (4 â. äî í.ý.) ïðèíèìàë â êà÷åñòâå
àêñèîìû ïàðàëëåëüíûõ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå (ó
Åâêëèäà îíî áûëî «ïÿòûì ïîñòóëàòîì»):

Åñëè ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò äâå ïðÿìûå è îáðàçóåò
âíóòðåííèå îäíîñòîðîííèå óãëû â ñóììå ìåíüøå äâóõ
ïðÿìûõ, òî ïðè íåîãðàíè÷åííîì ïðîäîëæåíèè ýòèõ
äâóõ ïðÿìûõ îíè ïåðåñåêóòñÿ ñ òîé ñòîðîíû, ãäå óãëû
ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ.

Ìû ïðèâåëè ýòó ôîðìóëèðîâêó Åâêëèäà òîëüêî
çàòåì, ÷òîáû ìîæíî áûëî óáåäèòüñÿ â åå ñëîæíîñòè.
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Äðóãèå ïîñòóëàòû ãîðàçäî ïðîùå è ôîðìóëèðóþòñÿ
ãîðàçäî êîðî÷å, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî, ñîãëàñíî êîòîðî-
ìó,÷åðåç âñÿêèå äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàëè ïîïûòêè îñâîáîäèòüñÿ îò ñëîæ-
íîãî ïÿòîãî ïîñòóëàòà, âûâåñòè åãî èç äðóãèõ îñíîâíûõ
ïîñûëîê ãåîìåòðèè. ß äóìàþ, ÷òî ñàì Åâêëèä ïðåäïðè-
íèìàë òàêèå ïîïûòêè èëè, âî âñÿêîì ñëó÷àå, â åãî
âðåìÿ óæå áûëè òàêèå ïîïûòêè. Èçâåñòíî óïîìèíàíèå
ó àðàáñêèõ àâòîðîâ íå äîøåäøåãî äî íàñ ñî÷èíåíèÿ
Àðõèìåäà (3 â. äî í.ý.) «Î ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ»,
ãäå, íàäî ïîëàãàòü, ïÿòûé ïîñòóëàò âûâîäèëñÿ èç
êàêèõ-òî áîëåå ïðîñòûõ ïîñûëîê.

Ïîïûòêè äîêàçàòü ïÿòûé ïîñòóëàò ïðîäîëæàëèñü ñ
òåõ ïîð â òå÷åíèå 2000 ëåò. Èõ ïðåäïðèíèìàëè ìíîãèå
ó÷åíûå. Âîò íåïîëíûé ïåðå÷åíü: ãðåêè Ïòîëåìåé (II â.,
òîò ñàìûé Ïòîëåìåé, «êîòîðîãî ñèñòåìà») è Ïðîêë (V
â.), àðàá àë-Õàéñàì (X â.), ïåðñ (èëè òàäæèê) Îìàð
Õàéÿì (XI â.– íà÷àëî XII â., òîò ñàìûé Õàéÿì, êîòîðûé
èçâåñòåí êàê âåëèêèé ïîýò), àçåðáàéäæàíåö àò-Òóñè
(XIII â.), íåìåö Êëàâèé-Øëþññåëü (1514 ã.; çäåñü è
äàëüøå ýòî äàòà ðàáîòû), èòàëüÿíöû Êàòàëüäè
(1603), Áîðåëëè (1658) è Âèòàëå (1680), àíãëè÷àíèí
Âàëëèñ (1663), èòàëüÿíåö Ñàêêåðè (1733), íåìåö Ëàì-
áåðò (1766), ôðàíöóçû Áåðòðàí (1778) è Ëåæàíäð
(1794, 1823), ðóññêèé Ãóðüåâ (1798). Âñå èõ ïîïûòêè
ñâîäèëèñü ê òîìó, ÷òî ïÿòûé ïîñòóëàò âûâîäèëñÿ èç
êàêîãî-íèáóäü äðóãîãî ïîëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì ìíîãèå íå
çàìå÷àëè ýòîãî, ñ÷èòàÿ, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî èì óäàëîñü.
Äðóãèå, áîëåå ïðîíèêíîâåííûå è êðèòè÷íûå, ÿâíî ôîð-
ìóëèðîâàëè òî ïîëîæåíèå, èç êîòîðîãî âûâîäèëè ïÿòûé
ïîñòóëàò, êàê ýòî ñäåëàë, íàïðèìåð, Îìàð Õàéÿì.

Íàïðÿæåíèå ïîèñêîâ äîêàçàòåëüñòâà ñ áóðíûì ðàç-
âèòèåì ìàòåìàòèêè â XVII–XVIII âåêàõ âîçðàñòàëî.
Çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ ñäåëàë èòàëüÿíñêèé ìîíàõ, ïðå-
ïîäàâàòåëü ìàòåìàòèêè è ãðàììàòèêè Äæèðîëàìî Ñàê-
êåðè, òðóä êîòîðîãî ñ ïîïûòêîé äîêàçàòåëüñòâà ïÿòîãî
ïîñòóëàòà ïîÿâèëñÿ â 1733 ãîäó – â ãîä åãî ñìåðòè. Îí
íàçûâàåòñÿ «Åâêëèä, î÷èùåííûé îò âñåõ ïÿòåí, èëè æå
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïîïûòêà óñòàíîâèòü ïåðâûå íà÷àëà
âñåé ãåîìåòðèè». Îòïðàâëÿÿñü îò ðàáîò ñâîèõ ïðåäøå-
ñòâåííèêîâ, Ñàêêåðè ïûòàåòñÿ äîêàçàòü ïÿòûé ïîñòó-
ëàò îò ïðîòèâíîãî – ïðèíÿâ ïðåäïîëîæåíèå, ðàâíî-
ñèëüíîå îòðèöàíèþ ïÿòîãî ïîñòóëàòà, îí âûâîäèë èç
íåãî ñëåäñòâèÿ, ñòðåìÿñü ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Íî
òàê êàê îòðèöàíèå ïÿòîãî ïîñòóëàòà åñòü àêñèîìà
Ëîáà÷åâñêîãî, òî âûâîäû, êîòîðûå ïîëó÷àë Ñàêêåðè,
áûëè íå áîëåå è íå ìåíåå êàê òåîðåìàìè ãåîìåòðèè
Ëîáà÷åâñêîãî. Èíà÷å ãîâîðÿ, Ñàêêåðè ðàçâèâàë íîâóþ
ãåîìåòðèþ, íå ïîíèìàÿ, îäíàêî, òîãî, ÷òî äåëàåò. Ê
ïðîòèâîðå÷èþ îí íå ïðèøåë, íî âñå æå çàêëþ÷èë, ÷òî
åìó óäàëîñü äîêàçàòü ïÿòûé ïîñòóëàò, õîòÿ, ïî-âèäè-
ìîìó, îí íå áûë â ýòîì âïîëíå óâåðåí. Îí êàê áû
óáåæäàë ñàì ñåáÿ, êîãäà ïèñàë î ãèïîòåçå, ðàâíîñèëü-
íîé îòðèöàíèþ ïÿòîãî ïîñòóëàòà, ÷òî îí «âûðâàë ýòó
çëîâðåäíóþ ãèïîòåçó ñ êîðíåì».

Èç äîâîëüíî ìíîãî÷èñëåííûõ (55) ïîÿâèâøèõñÿ â
XVIII âåêå ñî÷èíåíèé ïî òåîðèè ïàðàëëåëüíûõ îñîáåí-
íî âûäåëÿåòñÿ íàïèñàííàÿ â 1766 ãîäó «Òåîðèÿ ïàðàë-
ëåëüíûõ» Èîãàííà Ëàìáåðòà, íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà,
ôèçèêà è àñòðîíîìà. Âåäÿ äîêàçàòåëüñòâî ïÿòîãî ïîñòó-

ëàòà îò ïðîòèâíîãî, Ëàìáåðò âûâåë èç åãî îòðèöàíèÿ
ìíîãî ñëåäñòâèé. Îí, ìîæíî ñêàçàòü, â çíà÷èòåëüíîé
ìåðå ïîñòðîèë îñíîâû ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Â åãî
âûâîäàõ íå áûëî ïðîòèâîðå÷èÿ, è îí íå ïîäóìàë, ÷òî
íàøåë åãî, êàê ýòî äåëàëè ïî÷òè âñå åãî ïðåäøåñòâåí-
íèêè. Ëàìáåðò äàæå âûñêàçàë ìûñëü, ÷òî îí «ïî÷òè
äîëæåí ñäåëàòü âûâîä», ÷òî îïðîâåðãàåìàÿ èì ãèïîòåçà
«èìååò ìåñòî íà êàêîé-òî ìíèìîé ñôåðå». Íî âñå æå îí
îñòàëñÿ óâåðåí, ÷òî ãåîìåòðèÿ, îñíîâàííàÿ íà îòðèöà-
íèè ïÿòîãî ïîñòóëàòà, íåâîçìîæíà. Åãî ðàáîòà íå
äàâàëà, îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâà ýòîìó óáåæäåíèþ.
Ïîýòîìó, íàäî äóìàòü, îí îñòàëñÿ åþ íåäîâîëåí è íå
îïóáëèêîâàë åå. Îíà áûëà èçäàíà òîëüêî â 1786 ãîäó –
÷åðåç 9 ëåò ïîñëå åãî ñìåðòè è ÷åðåç 20 ëåò ïîñëå òîãî,
êàê îíà áûëà íàïèñàíà. Â îáùåì, Ëàìáåðò î÷åíü áëèçêî
ïîäîøåë ê îòêðûòèþ íîâîé ãåîìåòðèè, íî íå ñäåëàë åãî.

Âïëîòíóþ ïîäîøëè ê ïîíèìàíèþ âîçìîæíîñòè íååâ-
êëèäîâîé ãåîìåòðèè íåìåöêèå ìàòåìàòèêè Øâåéêàðò
(1818) è Òàóðèíóñ (1825), íî ÿñíî âûðàæåííîé ìûñëè,
÷òî íàìå÷àåìàÿ èìè òåîðèÿ áóäåò ñòîëü æå ëîãè÷åñêè
çàêîííîé, êàê è ãåîìåòðèÿ Åâêëèäà, îíè âñå æå íå
âûñêàçàëè.

Ãàóññ, ïî åãî ñîáñòâåííîìó ñâèäåòåëüñòâó, çàíèìàëñÿ
òåîðèåé ïàðàëëåëüíûõ ñ 1792 ãîäà è, êàê âèäíî èç åãî
ïåðåïèñêè, ïîñòåïåííî ïðèõîäèë ê óáåæäåíèþ, ÷òî
äîêàçàòåëüñòâî ïÿòîãî ïîñòóëàòà íåâîçìîæíî. Òàê, â
1817 ãîäó â ïèñüìå ê Îëüáåðñó îí ïèñàë: «ß ïðèõîæó
âñå áîëåå ê óáåæäåíèþ, ÷òî íåîáõîäèìîñòü íàøåé
ãåîìåòðèè íå ìîæåò áûòü äîêàçàíà, ïî êðàéíåé ìåðå,
÷åëîâå÷åñêèì ðàññóäêîì è äëÿ ÷åëîâå÷åñêîãî ðàññóä-
êà». Ðàç îí ïèøåò «ïðèõîæó âñå áîëåå», òî, çíà÷èò, åùå
íå ïðèøåë îêîí÷àòåëüíî. Äàëåå îí ïðîäîëæàåò: «Ìî-
æåò áûòü, â äðóãîé æèçíè ìû ïðèäåì ê äðóãèì âçãëÿ-
äàì íà ïðèðîäó ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå íàì òåïåðü
íåäîñòóïíû. Äî òåõ ïîð ãåîìåòðèþ ïðèõîäèòñÿ ñòàâèòü
íå â îäèí ðàíã ñ àðèôìåòèêîé, ñóùåñòâóþùåé ÷èñòî
àïðèîðè, à ñêîðåå ñ ìåõàíèêîé». Â òî âðåìÿ îí äàëåêî
ðàçâèë íååâêëèäîâó ãåîìåòðèþ, íî òîëüêî â 1824 ãîäó
â ïèñüìå ê Òàóðèíóñó îí íàïèñàë îïðåäåëåííî, ÷òî
íååêâëèäîâà ãåîìåòðèÿ, «â êîòîðîé ñóììà óãëîâ òðåó-
ãîëüíèêà ìåíüøå 180°, ñîâåðøåííî ïîñëåäîâàòåëüíà» è
÷òî îí «ðàçâèë åå äëÿ ñåáÿ ñîâåðøåííî óäîâëåòâîðè-
òåëüíî». Îäíàêî òîëüêî â 1831 ãîäó îí âçÿëñÿ çà òî,
÷òîáû èçëîæèòü, õîòÿ áû êðàòêî, ñâîè âûâîäû, íî çà
âñþ ñâîþ æèçíü òàê íè÷åãî è íå îïóáëèêîâàë ïî ïîâîäó
íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Îí áîÿëñÿ ïîäîðâàòü ñâîé
íàó÷íûé àâòîðèòåò.

Íî êîãäà Ãàóññ ïèñàë âñå ýòî, óæå íàøåëñÿ ÷åëîâåê,
êîòîðûé íå òîëüêî ñîâåðøåííî óäîâëåòâîðèòåëüíî ðàç-
âèë ãåîìåòðèþ, îòðèöàþùóþ ïÿòûé ïîñòóëàò, è íå
òîëüêî ïðèøåë ê óáåæäåíèþ, ÷òî ýòà ãåîìåòðèÿ ñîâåð-
øåííî ïîñëåäîâàòåëüíà, íî, íå óáîÿâøèñü íè÷üåãî
êðèêà, äîëîæèë âñå ýòî íàó÷íîìó ñîáðàíèþ. Ýòî áûë
Íèêîëàé Èâàíîâè÷ Ëîáà÷åâñêèé, êîòîðûé ïðèøåë ê
óáåæäåíèþ î âîçìîæíîñòè íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè
åùå â 1824 ãîäó è ïðåäñòàâèë äîêëàä ñ èçëîæåíèåì åå
íà÷àë ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîìó ôàêóëüòåòó Êàçàíñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà 23 (11) ôåâðàëÿ 1826 ãîäà; îïóáëèêî-
âàë îí åãî â ðàñøèðåííîì âèäå â ðàáîòå «Î íà÷àëàõ
ãåîìåòðèè» â ðÿäå âûïóñêîâ «Êàçàíñêîãî âåñòíèêà»,



íàó÷íîãî èçäàíèÿ Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà, ñ ôåâðàëÿ
1829 ïî àâãóñò 1830 ãîäà.

Â 1835–1838 ãîäàõ Ëîáà÷åâñêèé ïóáëèêóåò áîëåå
ðàçâèòîå èçëîæåíèå ñâîåé òåîðèè «Íîâûå íà÷àëà ãåî-
ìåòðèè ñ ïîëíîé òåîðèåé ïàðàëëåëüíûõ», â ïðåäèñëî-
âèè ê êîòîðîìó ïèøåò: «Íàïðàñíîå ñòàðàíèå ñî âðåìåí
Åâêëèäà, â ïðîäîëæåíèè äâóõ òûñÿ÷ ëåò, çàñòàâèëî
ìåíÿ ïîäîçðåâàòü, ÷òî â ñàìèõ ïîíÿòèÿõ åùå íå çàêëþ-
÷àåòñÿ òîé èñòèíû, êîòîðóþ õîòåëè äîêàçûâàòü è
êîòîðóþ ïðîâåðèòü, ïîäîáíî äðóãèì ôèçè÷åñêèì çàêî-
íàì, ìîãóò ëèøü îïûòû, êàêîâû, íàïðèìåð, àñòðîíîìè-
÷åñêèå íàáëþäåíèÿ». Äëÿ Ëîáà÷åâñêîãî âîïðîñ îá
èñòèííîñòè òîé èëè èíîé ãåîìåòðèè áûë, ñòàëî áûòü,
âîïðîñîì îïûòà; ñâîþ ãåîìåòðèþ îí ðàññìàòðèâàë êàê
âîçìîæíóþ òåîðèþ ñâîéñòâ ðåàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà,
ò.å. ñâîéñòâ ñòðóêòóðû ñîîòâåòñòâóþùèõ îòíîøåíèé
ìàòåðèàëüíûõ òåë è ÿâëåíèé.

Ïî÷òè îäíîâðåìåííî ñ Ëîáà÷åâñêèì – â 1825 ãîäó –
ê òîé æå ãåîìåòðèè ïðèøåë ìîëîäîé âåíãåðñêèé ìàòå-
ìàòèê ßíîø Áîëüÿé (Áîéàè). Ñâîè âûâîäû ßíîø
Áîëüÿé èçëîæèë â 1832 ãîäó â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ
(Àïïåíäèêñà) ê ó÷åáíèêó ãåîìåòðèè ñâîåãî îòöà Ôàð-
êàøà Áîëüÿé. Ôàðêàø Áîëüÿé ïîñëàë ó÷åáíèê Ãàóññó.
Òîò, îäîáðèòåëüíî îòîçâàâøèñü î ðåçóëüòàòàõ ßíîøà,
íàïèñàë âìåñòå ñ òåì, ÷òî âñå ýòî åìó äàâíî èçâåñòíî.
ßíîø, ïîíèìàâøèé çíà÷åíèå ñâîèõ îòêðûòèé, ðåøèë,
÷òî Ãàóññ ïðîñòî ïðèïèñàë èõ ñåáå. Îí íàäîëãî ïðåêðà-
òèë ñâîè çàíÿòèÿ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé.

Íî Ëîáà÷åâñêèé ïðîäîëæàë ðàçðàáàòûâàòü ñâîþ ãåî-
ìåòðèþ è ïóáëèêîâàòü ðàáîòû ñ åå èçëîæåíèåì âïëîòü
äî ñàìîé ñìåðòè.

Íåëüçÿ óäèâëÿòüñÿ, ÷òî íîâàÿ ãåîìåòðèÿ ìîãëà êà-
çàòüñÿ íåâîçìîæíîé. Ïîñìîòðèòå íà ðèñóíîê 3: ÿñíî,

÷òî ïðÿìàÿ ÑÌ, åñëè åå äî-
ñòàòî÷íî äàëåêî ïðîäîëæèòü,
îáÿçàòåëüíî ïåðåñå÷åò ïðÿ-
ìóþ ÀÂ. Äîïóùåíèå, áóäòî
÷åðåç îäíó òî÷êó ïðîõîäÿò
äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå
äàííîé, ñîâåðøåííî ïðîòè-
âîðå÷èò íàãëÿäíîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ. Òàêîå äîïóùå-

íèå êàæåòñÿ ïðîñòî íåëåïûì. Íèêàêîé íååâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè áûòü íå ìîæåò! Òåì áîëåå íóæíî îòäàòü
äîëæíîå ñìåëîñòè ìûñëè Ëîáà÷åâñêîãî è Áîëüÿé,
êîòîðûå ðåøèëèñü äîïóñòèòü «íåëåïîñòü». Íåëåïîñòü
ñ òî÷êè çðåíèÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ – äà, íî ñ
òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè – äðóãîå äåëî. Êàê íè êàæåòñÿ
íàãëÿäíî íåëåïûì äîïóùåíèå ìíîãèõ ïàðàëëåëåé, ëî-
ãè÷åñêè îíî äîïóñòèìî. Íóæíà áûëà áîëüøàÿ ñìåëîñòü
ìûñëè, ÷òîáû òâåðäî óáåäèòüñÿ â ýòîì, õîòÿ òåïåðü,
êîãäà íàéäåí ïðîñòîé ñìûñë íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè,
íèêàêîé ñìåëîñòè ìûñëè íå íóæíî – äîñòàòî÷íî ñàìîé
íåáîëüøîé ñïîñîáíîñòè ê îòâëå÷åííîìó ìûøëåíèþ.

Îò óáåæäåíèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó

Èòàê, Ëîáà÷åâñêèé è Áîëüÿé ïóáëè÷íî, à Ãàóññ â
ïèñüìàõ âûðàçèëè óáåæäåíèå â ïðàâîìåðíîñòè íååâê-
ëèäîâîé ãåîìåòðèè è äàëåêî ðàçâèëè åå. Îäíàêî ýòî
óáåæäåíèå îñíîâûâàëîñü òîëüêî íà òîì, ÷òî â ïîëó÷åí-

íûõ âûâîäàõ íå áûëî ïðîòèâîðå÷èé. Íî âåäü ìîæíî
áûëî áû äóìàòü, ÷òî â äàëüíåéøèõ âûâîäàõ ïðîòèâî-
ðå÷èÿ âñå æå ïîÿâÿòñÿ. Ðåàëüíûé ñìûñë íîâîé ãåîìåò-
ðèè îñòàâàëñÿ ñîâåðøåííî íåÿñíûì. È ïîêà îí íå áûë
íàéäåí, âåëèêîå îòêðûòèå âñå æå âèñåëî â âîçäóõå –
ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî îñòàâàëàñü íå áîëåå ÷åì âîîá-
ðàæàåìîé.

Â 1839–1840 ãîäàõ ïîÿâèëèñü äâå ðàáîòû ïðîôåññîðà
Äåðïòñêîãî (íûíå Òàðòóñêîãî) óíèâåðñèòåòà Ô.Ìèí-
äèíãà, â êîòîðûõ îí èññëåäîâàë íåêîòîðûå ñïåöèàëü-
íûå ïîâåðõíîñòè – ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé îòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíû. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïî ñóùåñòâó çàêëþ-
÷àëñÿ âûâîä, ÷òî ãåîìåòðèÿ íà òàêèõ ïîâåðõíîñòÿõ åñòü
íå ÷òî èíîå êàê ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî. Íî ýòîò âûâîä
òàì íå áûë ÿâíî âûñêàçàí. Èíòåðåñíî, ÷òî äâóìÿ
ãîäàìè ðàíüøå â òîì æå æóðíàëå, ãäå áûëè íàïå÷àòàíû
ðàáîòû Ìèíäèíãà, áûëà îïóáëèêîâàíà îäíà èç ðàáîò
Ëîáà÷åâñêîãî!

Â 1854 ãîäó, ïðè âñòóïëåíèè íà äîëæíîñòü ïðîôåñ-
ñîðà Ãåòòèíãåíñêîãî óíèâåðñèòåòà, Áåðíõàðä Ðèìàí,
êàê ýòî ïîëàãàëîñü, ïðî÷åë ïðîáíóþ ëåêöèþ. Ëåêöèÿ
íàçûâàëàñü «Î ãèïîòåçàõ, ëåæàùèõ â îñíîâàíèÿõ ãåî-
ìåòðèè». Îíà ñîäåðæàëà íåîáû÷àéíîå áîãàòñòâî ïëî-
äîòâîðíûõ èäåé – îò îáùåé êîíöåïöèè ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà äî ïðåäâèäåíèÿ òîãî, ÷òî ñòàëî ïîòîì
îáùåé òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè. Êðîìå òîãî, â ëåêöèè
áûëà íàìå÷åíà îáùàÿ òåîðèÿ íåêîòîðîãî òèïà ïðî-
ñòðàíñòâ (íàçûâàåìûõ òåïåðü ðèìàíîâûìè), êîòîðûå
âêëþ÷àþò, êàê ïðîñòåéøèå ÷àñòíûå ñëó÷àè, ïðîñòðàí-
ñòâà Åâêëèäà, Ëîáà÷åâñêîãî è òàê íàçûâàåìûå ñôåðè-
÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ðèìàí äàë ÷èñòî àíàëèòè÷åñêîå
îïðåäåëåíèå ýòèõ ïðîñòðàíñòâ; ýòî ïî ñóùåñòâó îçíà÷à-
ëî, ÷òî ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî â òàêîé æå ñòåïåíè
íåïðîòèâîðå÷èâà, êàê è àíàëèç.

Íî ýòîãî íèêòî íå ïîíÿë, íå çàìåòèë. Ëåêöèÿ Ðèìàíà
îñòàëàñü íåïîíÿòîé. È òîëüêî ñëóøàâøèé åå ñòàðûé,
77-ëåòíèé Ãàóññ óøåë, êàê ñâèäåòåëüñòâóþò, ïîñëå
ëåêöèè â ãëóáîêîé çàäóì÷èâîñòè. Ëåêöèÿ Ðèìàíà íå
áûëà ñðàçó îïóáëèêîâàíà, åå èçäàëè òîëüêî â 1868
ãîäó, ÷åðåç 2 ãîäà ïîñëå åãî ñìåðòè. È òîãäà îíà ñðàçó
ïðîèçâåëà âåëè÷àéøåå âïå÷àòëåíèå, âûçâàëà áóðíîå
ðàçâèòèå íàìå÷åííîé â íåé òåîðèè.

Òîãäà æå, â 1868 ãîäó, èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê Áåëü-
òðàìè ñäåëàë òî, äî ÷åãî äîøåë, íî ÷åãî íå ñêàçàë
Ìèíäèíã,– îí ïîêàçàë, ÷òî ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî
âûïîëíÿåòñÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëü-
íîé êðèâèçíû.

Îäíàêî âûâîäû Áåëüòðàìè áûëè àíàëèòè÷åñêèìè,
äàëåêèìè îò ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè, îò Åâêëèäà.
Ëèøü â 1871 ãîäó Êëåéí çàìåòèë òó ìîäåëü íà êðóãå,
î êîòîðîé øëà ðå÷ü â íà÷àëå ñòàòüè. Ïîçäíåå Ïóàíêàðå
íàøåë äðóãóþ èíòåðåñíóþ ìîäåëü, ñâÿçàííóþ ñ êîìï-
ëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Òàê ÷åðåç 40 ëåò ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ïåðâûõ ðàáîò
Ëîáà÷åâñêîãî è Áîëüÿé èõ óáåæäåíèå áûëî äîêàçàíî,
è èõ ãåîìåòðèÿ ïîëó÷èëà âñåîáùåå ïðèçíàíèå.

(Ïðîäîëæåíèå ñëåäóåò)

Ò Ó Ï Î Ñ Ò Ü  È  Ã Å Í È É
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Êîãäà ïèøåøü ñòàòüþ, ñòàðàåøüñÿ ïðåäñòàâèòü ñåáå,
êòî áóäåò åå ÷èòàòü. Â ýòîò ðàç âîïðîñ î òîì, êòî ìîé
÷èòàòåëü, ìåíÿ îñîáåííî âîëíîâàë. Äåëî â òîì, ÷òî
ñòàòüÿ ïîëó÷èëàñü íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîé, ÷åì äðó-
ãèå ìîè ñòàòüè, êîòîðûå ïóáëèêîâàëèñü ðàíüøå â
«Êâàíòå». Ïðàâäà, â ïðîöåññå ðàáîòû íàä ñòàòüåé ÿ
óñïîêàèâàë ñåáÿ òåì, ÷òî îíà àäðåñîâàíà ìîëîäûì
ëþäÿì, êîòîðûå óæå èíòåðåñóþòñÿ ôèçèêîé, ÷èòàëè
íàó÷íî-ïîïóëÿðíûå ñòàòüè ïî àòîìíîé ôèçèêå è ãîòîâû
ïîòðàòèòü îïðåäåëåííûå óñèëèÿ, ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ â
òîì, ÷òî ÷èòàþò. È åùå, ïðåäëàãàåìàÿ ñòàòüÿ íåñêîëüêî
îòëè÷àåòñÿ îò áîëüøèíñòâà íàó÷íî-ïîïóëÿðíûõ ñòà-
òåé, ïîñâÿùåííûõ êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Çäåñü ãëàâíîå
âíèìàíèå óäåëåíî íå êîíêðåòíûì ðåçóëüòàòàì, à áîëåå
îáùèì âîïðîñàì. Åå îñíîâíàÿ òåìà – ïðèíöèïèàëüíîå
îòëè÷èå îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ìèêðî÷àñòèö îò îïèñàíèÿ
äâèæåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë.

Õîòåëîñü áû, ÷òîáû ýòà ñòàòüÿ óñèëèëà âàøå æåëàíèå
ãëóáæå ïîíÿòü ôèçèêó, à â äàëüíåéøåì – è èçáðàòü
ôèçèêó ñâîåé ïðîôåññèåé. Âû âåäü óæå çíàåòå, ÷òî â
ôèçèêå áåñêîíå÷íî ìíîãî èíòåðåñíîãî…

Êàê è ïî÷åìó?

Êîãäà çàäóìûâàåøüñÿ î ïðîáëåìàõ ïîçíàíèÿ, î òîì,
êàê íàóêà îáúÿñíÿåò ñòðîåíèå Ìèðà è åãî ÷àñòåé, òî
ïîíèìàåøü, ÷òî îòâåòèòü íà âîïðîñ «Ïî÷åìó?» ãîðàçäî
òðóäíåå, ÷åì íà âîïðîñ «Êàê?». Îòâåò íà ïåðâûé
âîïðîñ ïðåäïîëàãàåò âîçìîæíîñòü ñîñëàòüñÿ íà áîëåå
îáùóþ è ïîòîìó íà áîëåå ãëóáîêóþ òåîðèþ. Íî ìíå
âñåãäà êàæåòñÿ, ÷òî êàê òîëüêî ÿ îòâå÷ó íà î÷åðåäíîé
âîïðîñ «Ïî÷åìó?», íåìåäëåííî ïîñëåäóåò íîâûé âîï-
ðîñ è ñïðàøèâàþùèé çàõî÷åò óçíàòü, ïî÷åìó ñïðàâåä-
ëèâî òî, íà ÷åì îñíîâûâàåòñÿ îòâåò íà ïåðâîå ïî÷åìó.

Íà âîïðîñ «Êàê?» îòâåòèòü ïðîùå. Ñòàðàÿñü îáúÿñ-
íèòü, êàê äâèæóòñÿ ÷àñòèöû èëè êàê îíè, îáúåäèíÿ-

Êàê êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà
îïèñûâàåò ìèêðîìèð

Ì.ÊÀÃÀÍÎÂ

Â ñîçäàíèè ôèçè÷åñêîé òåîðèè ñóùåñòâåííåéøóþ ðîëü èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíûå èäåè.
Ôèçè÷åñêèå êíèãè ïîëíû ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóë. Íî íà÷àëîì êàæäîé ôèçè÷åñêîé
òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ìûñëè è èäåè, à íå ôîðìóëû. Èäåè äîëæíû ïîçäíåå ïðèíÿòü ìàòåìàòè÷åñ-
êóþ ôîðìó êîëè÷åñòâåííîé òåîðèè, ñäåëàòü âîçìîæíûì ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì.

À.Ýéíøòåéí
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ÿñü, ñîçäàþò áîëåå ñëîæíûå êîíñòðóêöèè (àòîìû,
ìîëåêóëû, òåëà…), è êàê çíàíèå ñòðîåíèÿ êîíñòðóê-
öèé è ñèë, äåéñòâóþùèõ ìåæäó ÷àñòÿìè êîíñòðóê-
öèé, ïîìîãàåò ïîíÿòü íàáëþäàåìûå ÿâëåíèÿ è/èëè
ñâîéñòâà îêðóæàþùèõ íàñ òåë, ìîæíî ÷åòêî ñêàçàòü,
êàêàÿ òåîðèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáúÿñíåíèÿ è êàêèå
îáúåêòû âîñïðèíèìàþòñÿ êàê äàííûå. Íåò íóæäû
ïûòàòñÿ îáúÿñíÿòü, ïî÷åìó îíè òàêèå. Èíîãäà ýòî
äîáðîâîëüíîå îãðàíè÷åíèå, èíîãäà îòâåòà íåò, ñêîðåå
âñåãî – ïîêà.

Îòñóòñòâèå îòâåòà íà âîïðîñ «Ïî÷åìó?», êàê ïðàâè-
ëî, íå ìåøàåò îòâåòèòü íà âîïðîñ «Êàê?». Áîëåå òîãî,
÷àùå âñåãî èìåííî òàê áûâàåò íå òîëüêî â ðàññêàçå î
íàóêå, íî è â íàó÷íîì òâîð÷åñòâå. Çíàêîìñòâî ñ òåì,
êàê íàóêà îòâå÷àåò íà áåñêîíå÷íî âîçíèêàþùèå âîïðî-
ñû «Êàê?», ïîçâîëÿåò ïî÷óâñòâîâàòü, ãäå â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ïðîõîäèò ãðàíèöà ïîçíàííîé îáëàñòè.

Âîò – äâà ïðèìåðà. Îíè ïîìîãóò ïîíÿòü ðàçëè÷èå
ìåæäó îáñóæäàåìûìè âîïðîñàìè.

Ïåðâûé ïðèìåð. Çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ óäàëîñü
îïèñàòü, êàê Âñåëåííàÿ ðàçâèâàëàñü ñ ìîìåíòà Áîëü-
øîãî âçðûâà äî ñåãîäíÿøíåé åå ñòàäèè. Ìíîãèå ÷åðòû
ðàçâèòèÿ äîïóñêàþò íàáëþäàòåëüíóþ ïðîâåðêó è ïîä-
òâåðæäàþò âûñêàçûâàåìûå ãèïîòåçû. Äëÿ îïèñàíèÿ
ðàçâèòèÿ Âñåëåííîé èñïîëüçóþò çàêîíû ôèçèêè, êî-
òîðûå áûëè îòêðûòû è ñôîðìóëèðîâàíû ïðè èçó÷å-
íèè ÿâëåíèé ñîâåðøåííî èíîãî ìàñøòàáà, ò.å. íå ïðè-
øëîñü ñîçäàâàòü äðóãóþ, êàêóþ-òî îñîáóþ âñåëåíñêóþ
ôèçèêó.

À ïî÷åìó ïðîèçîøåë Áîëüøîé âçðûâ? Ïî÷åìó çàêî-
íû ïðèðîäû òàêèå, êàêèå îíè åñòü, à íå êàêèå-íèáóäü
äðóãèå? Âåäü åñëè áû çàêîíû áûëè äðóãèìè, òî è
Âñåëåííàÿ, åñòåñòâåííî, áûëà áû ñîâñåì èíîé. Âîçìîæ-
íî, òàêîé, ÷òî â íåé íèêîãäà íå ñìîãëà áû âîçíèêíóòü
æèçíü è, òåì áîëåå, äóìàþùåå, ïîçíàþùåå ñóùåñòâî.

Äîïóñòèìû ëè òàêèå âîïðîñû? ß óáåæäåí, ÷òî çàïðå-
ùàòü çàäàâàòü êàêèå-ëèáî âîïðîñû íåëüçÿ, õîòÿ íà
íåêîòîðûå èç íèõ íàóêà äàòü îòâåò íå ìîæåò è íå
ñìîæåò. Âñå ÷àùå ìíå ïðèõîäèò â ãîëîâó ìûñëü, ÷òî
ïðè ëþáîì ðàçâèòèè íàóêè îñòàíóòñÿ âîïðîñû, âûáîð
îòâåòà íà êîòîðûå äèêòóåòñÿ âåðîé. Ðàçíûå ëþäè
âûáèðàþò ðàçíûå îòâåòû.

Âòîðîé ïðèìåð. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà – î êîòîðîé
ðå÷ü ïîéäåò â ýòîé ñòàòüå – ïîçâîëèëà â ïðèíöèïå
îáúÿñíèòü ñòðîåíèå è ñâîéñòâà âåùåñòâ, èõ ðàçíîîá-
ðàçèå è ïðèñóùèå èì îáùèå ÷åðòû. Çäåñü íå ìåñòî
äëÿ ïîäðîáíîñòåé. Ïîä÷åðêíó òîëüêî, ÷òî â ïîíèìà-
íèè òîãî, êàê ïîñòðîåíû òåëà è êàêîâû èõ ñâîéñòâà,
ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü èãðàåò òîò áåçóñëîâíûé ôàêò,
÷òî ÿäðà àòîìîâ ïîñòðîåíû èç íóêëîíîâ (ïðîòîíîâ è
íåéòðîíîâ), à èõ îáîëî÷êè – èç ýëåêòðîíîâ. Êîíêðåò-
íûå ÷åðòû âñåé êîíñòðóêöèè ñóùåñòâåííî îïðåäåëÿ-
þòñÿ òåì, ÷òî ýëåêòðîí ïðèìåðíî â 2000 ðàç ëåã÷å
íóêëîíà. Åñëè áû ÷àñòèöû, íåñóùèå çàðÿäû ðàçíûõ
çíàêîâ, èìåëè îäèíàêîâûå ìàññû, Ìèð áûë áû ñîâåð-
øåííî èíûì. Ìîã ëè áû ñóùåñòâîâàòü òàêîé ìèð, íå
çíàþ.

Òàê âîò, ÿ íå ìîãó îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïî÷åìó
ýëåêòðîí â 1840 ðàç ëåã÷å ïðîòîíà. Ïîõîæå, â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ íèêòî íå çíàåò íà íåãî îòâåòà. Çíà÷èò ëè ýòî,

÷òî âñå çíàíèå ñòðóêòóðû òåë è ïîíèìàíèå èõ ñâîéñòâ
íå èìååò îñíîâû, ïîñòðîåíî íà ïåñêå? Íåò, êîíå÷íî.
Âàæíàÿ ÷åðòà ëþáîé íàóêè – âîçìîæíîñòü èñïîëüçî-
âàòü èçâåñòíûå (èëè äàæå ïðåäïîëàãàåìûå) äàííûå î
òåõ ýëåìåíòàõ, êîòîðûìè îïåðèðóåò òåîðèÿ, äîáèâàÿñü
ïîíèìàíèÿ. Äàííûå ýòè íå îáúÿñíÿþòñÿ, à óêàçûâàþò-
ñÿ, êîíñòàòèðóþòñÿ. Åñëè òåîðèÿ õîðîøî è äîñòàòî÷íî
ïîëíî ðàçðàáîòàíà, êàê íàïðèìåð êâàíòîâàÿ òåîðèÿ
êîíäåíñèðîâàííûõ òåë, òî ìîæíî òî÷íî óêàçàòü, èç
êàêèõ ýëåìåíòîâ ïîñòðîåíû èññëåäóåìûå îáúåêòû è
êàêîâû ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè. Âîïðîñ î òîì,
ïî÷åìó ýëåìåíòû èìåþò òàêèå ñâîéñòâà, à íå êàêèå-
ëèáî äðóãèå, ñ÷èòàåòñÿ íåóìåñòíûì. È ñàì âîïðîñ, è
îòâåò íà íåãî ïðèíàäëåæàò äðóãîé îáëàñòè ôèçèêè.

Ìèð îáúåêòèâíî ñóùåñòâóåò

Âî ôðàçó, âûíåñåííóþ â ïîäçàãîëîâîê, ÿ âêëàäûâàþ
ïðîñòîé ñìûñë: Ìèð òàêîé, êàêîâ îí åñòü. Íàì (ìíå –
òî÷íî!) ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî Ìèð ïîçíàâàåì. Îùóùå-
íèå ïîçíàâàåìîñòè Ìèðà èç-çà ãðàíäèîçíûõ óñïåõîâ
íàóêè ïðåâðàùàåòñÿ â óâåðåííîñòü. Óâåðåííîñòü îêà-
çûâàëà è îêàçûâàåò ñòèìóëèðóþùåå äåéñòâèå. Íî âñå
æå ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü, ÷òî â áóäóùåì ÷åëîâå÷å-
ñòâî ñòîëêíåòñÿ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà ïðèäåòñÿ ïðèçíàòü:
äàëüíåéøåå ïîçíàíèå îêðóæàþùåãî íàñ Ìèðà íåâîç-
ìîæíî.

Â ÷àñòíîñòè, óæå ñåé÷àñ ìû ïîíèìàåì, ÷òî íå ìîæåì
îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïî÷åìó Ìèð ïîçíàâàåì. Îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ, ïî-âèäèìîìó, íàõîäèòñÿ çà ïðåäåëàìè
íàó÷íûõ ìåòîäîâ ïîçíàíèÿ. Ýòî, ïîõîæå, îäèí èç òåõ
âîïðîñîâ, îòâåò íà êîòîðûé çàâèñèò îò ìèðîâîççðåíèÿ
îòâå÷àþùåãî. Ó÷åíûé-àòåèñò, íå óìåÿ îòâåòèòü íà ýòîò
âîïðîñ, îãðàíè÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî ïûòàåòñÿ ìàêñèìàëüíî
èñïîëüçîâàòü ïîçíàâàåìîñòü Ìèðà. Åå îí âîñïðèíèìà-
åò êàê åñòåñòâåííîå ñâîéñòâî ìàòåðèàëüíîãî Ìèðà.
Âåðóþùèé ó÷åíûé â ïðîöåññå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè
ïîñòóïàåò òàê æå, êàê àòåèñò, íî ïîçíàâàåìîñòü Ìèðà
ñ÷èòàåò, ïî-âèäèìîìó, Áîæüèì äàðîì. Ìîå îùóùåíèå:
ïî÷åìó – ÿ íå çíàþ, íî Ìèð òàêîâ. È ýòî âñå, ÷òî î íåì
ìîæíî ñêàçàòü, ñ êàæäûì äíåì âêëàäûâàÿ â ñëîâî
«òàêîâ» âñå áîëüøå è áîëüøå ñâåäåíèé, ïîëó÷åííûõ
ïóòåì íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ.

Ôèçèêà è ìàòåìàòèêà

Ðàçíûå ó÷åíûå ïðèõîäÿò ê ñâîèì ðåçóëüòàòàì î÷åíü
ðàçíûìè ïóòÿìè, íî (íå êîíêðåòèçèðóÿ) ìîæíî íàìå-
òèòü íåêóþ îáùóþ ñõåìó ïóòè íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ. Íå
êàæäûé ó÷åíûé ïðîõîäèò âåñü ïóòü. ×àùå â ïðîöåññå
ïîçíàíèÿ ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ðàçíûå ó÷åíûå. Îñîáåí-
íî, êîãäà ðå÷ü èäåò íå î êîíêðåòíîì ÷àñòíîì ðåçóëüòà-
òå, à î ñîçäàíèè íîâîé íàóêè – òàêîé, êàê êâàíòîâàÿ
ìåõàíèêà.

Íà÷èíàåòñÿ âñå ñ íàáëþäåíèÿ è îáîáùåíèÿ. Åñëè
ñîáðàííûå îïûòíûå ôàêòû íå óêëàäûâàþòñÿ â ñóùå-
ñòâóþùóþ òåîðèþ, òî íåêîòîðûå ó÷åíûå (äàëåêî íå
âñå!) çàäóìûâàþòñÿ. Íåîáõîäèìî ïîíÿòü, â ÷åì äåëî.
Äåëàþòñÿ ïîïûòêè îáúÿñíèòü íîâûå ôàêòû ñòàðîé
òåîðèåé. Íåóäà÷à ñëåäóåò çà íåóäà÷åé. Êòî-òî, ïîíÿâ,
÷òî íåò íàäåæäû «ïîäïðàâèòü» ñòàðóþ òåîðèþ, ïîðû-
âàåò ñ íåé – è ... ðîæäàåòñÿ íîâàÿ òåîðèÿ. Íå âñÿ
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öåëèêîì, à ëèáî åå ýëåìåíòû, ëèáî êîíòóðû. Åñëè
íîâàÿ òåîðèÿ ñïðàâëÿåòñÿ ñ îáúÿñíåíèåì îïûòíûõ
ôàêòîâ, òî åé ïðåäñòîèò äîëãàÿ æèçíü. Îíà ñîâåðøåí-
ñòâóåòñÿ è ïîñòåïåííî ñòàíîâèòñÿ ñòîëü æå ñòðîãîé è
ëîãè÷åñêè áåçóïðå÷íîé, êàê è åå ïðåäøåñòâåííèöà.

Íàøà ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïðåæäå âñåãî òåîðèè. Íî,
íà÷èíàÿ, íàâåðíîå, ñ Ãàëèëåÿ, íàáëþäåíèå è îáîáùåíèå
(à îá îáúÿñíåíèè è ãîâîðèòü íå ïðèõîäèòñÿ) íå ìîãóò
îáîéòèñü áåç òåîðèè. Äàæå îòáîð ïðåäìåòà íàáëþäåíèÿ
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íàáëþäåíèå áóäåò âàæíî äëÿ òåîðèè.
Äëÿ òåîðèè, êîòîðîé ïîêà íåò! Òàê ïîñòóïàëè äàæå â
àíòè÷íûå âðåìåíà, òîëüêî òåïåðü ðàññóæäåíèÿ àíòè÷-
íûõ ó÷åíûõ òðóäíî íàçûâàòü òåîðèåé.1

Òåîðèÿ, êàê ìû îòìåòèëè, – òâîðåíèå óìà. Ïåðâè÷íîå
è îäíî èç íàèáîëåå âàæíûõ òðåáîâàíèé ê òåîðèè – åå
ëîãè÷íîñòü, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü. Ýòî òðåáîâàíèå
ïðåäúÿâëÿåò ê òåîðèè åå ñîçäàòåëü. Â ÷àñòíîñòè, èìåí-
íî îòñþäà – íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàòü çàêîííûå
ìàòåìàòè÷åñêèå äåéñòâèÿ è ïðèåìû. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü,
÷òî èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòèêè îáåñïå÷èâàåò ëîãè÷-
íîñòü òåîðèè. Áûëà äàæå âûñêàçàíà ìàêñèìà: «Ñêîëü-
êî ìàòåìàòèêè, ñòîëüêî òåîðèè» . Òàê ëè ýòî? Òåîðèÿ
òåîðèè ðîçíü.

Âûøå ÿ óïîìÿíóë ãðàíèöó ïîçíàíèÿ. Îñòàâàÿñü íà
èíòóèòèâíîì óðîâíå ïîíèìàíèÿ ýòîãî òåðìèíà, ïðåä-
ñòàâèì ñåáå, ÷òî îáíàðóæåíî èëè èçâåñòíî äàâíî ïîêà
åùå íåïîíÿòîå ÿâëåíèå, «ðàñïîëîæåííîå» â ïîçíàííîé
îáëàñòè äà åùå âäàëè îò ãðàíèöû ïîçíàíèÿ. Ìû õîòèì
åãî ïîíÿòü, ò.å. õîòèì ïîñòðîèòü òåîðèþ, êîòîðàÿ
îáúÿñíÿåò ÿâëåíèå. Íåïîçíàííûõ ÿâëåíèé â ïîçíàííîé
îáëàñòè ñêîëüêî óãîäíî. Ãîâîðÿ, ÷òî ÿâëåíèå ïðèíàä-
ëåæèò ïîçíàííîé îáëàñòè, ìû ïîä÷åðêèâàåì íàøó
óâåðåííîñòü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ýòîãî ÿâëåíèÿ
ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðèÿ ñóùåñòâóåò. Çíà÷èò, åñòü âîç-
ìîæíîñòü ñòðîãî ïîñòàâèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó è
èñïîëüçîâàòü ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ïðè åå
ðåøåíèè. È â ïîñòàíîâêå çàäà÷è, è ïðè åå ðåøåíèè
ìàòåìàòèêà ïðåäúÿâëÿåò òðåáîâàíèÿ ê ôèçèêå. Íàïðè-
ìåð, ôèçèê-òåîðåòèê äóìàåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîëíî
ñôîðìóëèðîâàë ñâîþ çàäà÷ó, à ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç
ïîêàçûâàåò, ÷òî íå õâàòàåò êàêèõ-òî óñëîâèé (íà÷àëü-
íûõ èëè ãðàíè÷íûõ). Ôèçèê çàäóìûâàåòñÿ, âûÿñíÿåò,
÷òî îí óïóñòèë, ôîðìóëèðóåò è äîáàâëÿåò íåîáõîäè-
ìûå óñëîâèÿ. Ýòîò ïðîöåññ óòî÷íåíèÿ çàäà÷è íå âñåãäà
ïðîõîäèò òàê áåçîáèäíî, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ. Äàæå
êîãäà «ñïîðÿùèå» ôèçèê è ìàòåìàòèê – îäíî ëèöî,
äèñêóññèÿ ìîæåò áûòü î÷åíü îñòðîé.

Êîãäà ôèçèê çàíÿò èññëåäîâàíèåì â íåïîçíàííîé
îáëàñòè èëè íà ñàìîé åå ãðàíèöå, òî ñèòóàöèÿ â
ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ñëó÷àåâ äðóãàÿ. Ôèçèê ïî íåîáõî-
äèìîñòè ââîäèò íîâûå ïîíÿòèÿ â ïîïûòêå îñîçíàòü
ñòðóêòóðó è ñâîéñòâà òåõ ôèçè÷åñêèõ ñóùíîñòåé, î
êîòîðûõ ïîêà ìàëî ÷òî èçâåñòíî. Ââåäåíèå íîâûõ
ïîíÿòèé çàñòàâëÿåò íàäåëÿòü èõ ÷åðòàìè, êîòîðûå
òðóäíî, à èíîãäà íåâîçìîæíî îïèñàòü àïðîáèðîâàííû-
ìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ïðèåìàìè. Èíîãäà ôèçèê áðîñàåò
ìàòåìàòèêó âûçîâ: «×òî äåëàòü, åñëè íåîáõîäèìî òî-òî

è òî-òî, à ó âàñ ïî ýòîìó ïîâîäó íè÷åãî íå ñêàçàíî?»
Áûâàåò è èíà÷å: ìàòåìàòèê, óâèäåâ, êàê (èíîãäà íåóê-
ëþæå) ôèçèê ïðåîäîëåâàåò ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè,
èðîíè÷íî çàìå÷àåò: «×òî æå âû íå âîñïîëüçóåòåñü òåì-
òî è òåì-òî? Ìû ñîìíåâàëèñü, íóæíî ëè ýòî êîìó-
íèáóäü, à îêàçàëîñü... Î÷åíü ðàäû, ÷òî ïîëó÷åííûå
íàìè ðåçóëüòàòû âàì íóæíû».

Íà îôèöèàëüíîì ÿçûêå äâà ïîñëåäíèõ àáçàöà ìîæíî
çàìåíèòü îäíîé ôðàçîé: «Ôèçèêà è ìàòåìàòèêà îáîãà-
ùàþò äðóã äðóãà».

Õî÷ó ïîâòîðèòü ìûñëü î òîì, ÷òî îäíî èç ñàìûõ
âàæíûõ òðåáîâàíèé ê òåîðèè – åå ëîãè÷íîñòü è  íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòü. È åùå, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòèêè
îáåñïå÷èâàåò ëîãè÷íîñòü òåîðèè. ßñíî, ÷òî ðå÷ü èäåò î
ïîëüçîâàíèè óçàêîíåííûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äåéñòâè-
ÿìè. Íî èíîãäà íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ââîäèò
ôèçèê, ëèøü ïîòîì ýòè ïîíÿòèÿ óçàêîíèâàþòñÿ ìàòå-
ìàòèêàìè. Ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð – îáîáùåííûå ôóí-
êöèè. Íàèáîëåå èçâåñòíàÿ èç íèõ – äåëüòà-ôóíêöèÿ
Äèðàêà. Ñíà÷àëà åå òàê è âåëè÷àëè: äåëüòà-ôóíêöèÿ
Äèðàêà. Ïîòîì ïðèâûêëè, è îíà ïîòåðÿëà èìÿ òîãî, êòî
ââåë åå â îáðàùåíèå. À ñäåëàë ýòî Ïîëü Äèðàê (1902–
1984) – îäèí èç ñîçäàòåëåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Èíîãäà ôèçèê ñîçíàòåëüíî æåðòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêîé – êîãäà îùóùàåò, ÷òî «æåðòâà óãîäíà áîãàì».
Òàê, ðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà íå ìîæåò
îáîéòèñü áåç ïåðåíîðìèðîâîê – îïðåäåëåííûõ äîïîë-
íèòåëüíûõ ïðåäïèñàíèé. Îíè âûõîäÿò çà ãðàíèöû
îáùåïðèíÿòûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðàâèë. Íî òî, ÷òî
«æåðòâà óãîäíà áîãàì», íåñîìíåííî: òåîðèÿ ïîçâîëÿåò
îïèñàòü øèðîêèé êðóã ÿâëåíèé, äîáèâàÿñü áàñíîñëîâíî
òî÷íîãî ñîâïàäåíèÿ ñâîèõ ïðåäñêàçàíèé ñ äàííûìè
îïûòîâ. Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà ïîçâîëÿåò âû÷èñ-
ëèòü ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà, è ðåçóëüòàò âû÷èñ-
ëåíèÿ ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì, ïîëó÷åííûì íà îïûòå,
ñ ôàíòàñòè÷åñêîé, ðåêîðäíîé îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñ-
òüþ ïîðÿäêà 10

10
- . ×óäî äà è òîëüêî! Íàâåðíîå, ó ìåíÿ

îùóùåíèå ÷óäà – ýòî ðåçóëüòàò íåäîñòàòî÷íî ãëóáîêîãî
ïîíèìàíèÿ ìíîþ òåîðèè. Íàì ÷àñòî êàæåòñÿ ÷óäîì òî,
÷òî ìû íå ìîæåì îáúÿñíèòü. ×óäî èëè íå ÷óäî, íî , êàê
ÿ ïîíèìàþ, íåçàêîííûå îïåðàöèè â òåîðèè ïðèñóòñòâó-
þò, à ïåðåíîðìèðîâêè – íå òîëüêî îáùåïðèíÿòûé
ñïîñîá äåëàòü âèä, ÷òî â òåîðèè âñå â ïîðÿäêå, íî è
âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü êîíêðåòíûå è íàäåæíûå ðåçóëü-
òàòû. Âñå ïîíèìàþò, ÷òî
ïîñòðîåíèå íåïðîòèâîðå÷è-
âîé òåîðèè – äåëî áóäóùå-
ãî. Åñòü óâåðåííîñòü, ÷òî
áóäóùàÿ òåîðèÿ ñðåäè ïðî-
÷èõ ñâîèõ äîñòèæåíèé
îáúÿñíèò, â ÷åì ïðè÷èíà
óñïåõà ïåðåíîðìèðîâîê.

Àòîì âîäîðîäà

Òåïåðü ðå÷ü ïîéäåò î òå-
îðèè ñàìîãî ïðîñòîãî àòî-
ìà – àòîìà âîäîðîäà. Åå
ñîçäàë Íèëüñ Áîð (1885–
1962) â 1913 ãîäó. Ýòî áûëà
ïåðâàÿ óäàâøàÿñÿ ïîïûòêà

1Ðåêîìåíäóþ ïðî÷åñòü êíèãó Ý.Øð¸äèíãåðà «Ïðèðîäà è
ãðåêè» (Ìîñêâà–Èæåâñê: R&C Dynamics, 2001). Îíà ïîìîæåò
ïîíÿòü ìåñòî àíòè÷íîé íàóêè â èñòîðèè åñòåñòâîçíàíèÿ. Íèëüñ Õåíðèê Äàâèä Áîð



ïîíÿòü ñòðîåíèå àòîìà è îáëå÷ü ïîíèìàíèå â ôîðìóëû,
äîïóñêàþùèå óáåäèòåëüíîå ñðàâíåíèå òåîðèè ñ ýêñïå-
ðèìåíòîì. È â äàííîì ñëó÷àå íå îáîøëîñü áåç «æåðò-
âû, óãîäíîé áîãàì».

Äíåì ðîæäåíèÿ êâàíòîâîé ôèçèêè íàäî ñ÷èòàòü 14
äåêàáðÿ 1900 ãîäà, êîãäà Ìàêñ Ïëàíê (1858–1947)
âûñòóïèë ñî ñâîèì èñòîðè÷åñêèì äîêëàäîì íà çàñåäà-
íèè Íåìåöêîãî ôèçè÷åñêîãî îáùåñòâà. Óáåäèâøèñü,

÷òî êëàññè÷åñêàÿ ôèçè-
êà íå ìîæåò îáúÿñíèòü
íàáëþäàåìûå çàêîíû
òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ,
Ïëàíê ïîíÿë, ÷òî îïûò-
íûå ôàêòû òðåáóþò ââå-
ñòè ïðåäïîëîæåíèå, íå-
ñîâìåñòèìîå ñ êëàññè÷åñ-
êîé ôèçèêîé. Îí ïðè-
øåë ê âûâîäó, ÷òî ñîãëà-
ñèÿ òåîðèè ñ îïûòîì
ìîæíî äîáèòüñÿ, òîëüêî
åñëè ïðèçíàòü çåðíèñ-
òîñòü ýíåðãèè îñöèëëÿ-
òîðà, è ïðèíÿë, ÷òî ýíåð-
ãèÿ îñöèëëÿòîðà ðàâíà

E n ω= � , ãäå n – öåëîå
÷èñëî è íîëü 2 , ω  – ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà, à �  – íîâàÿ
ôèçè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîñòîÿííàÿ åñòåñòâåííî ïîëó-
÷èëà íàçâàíèå ïîñòîÿííîé Ïëàíêà è ñêîðî ñòàëà îäíîé
èç âàæíåéøèõ ìèðîâûõ ôèçè÷åñêèõ êîíñòàíò. Åå ñî-

âðåìåííîå çíà÷åíèå ðàâíî 3  271,0546 10  .!ã “
-

◊ ◊ .
Â ïðåâðàùåíèè ïîñòîÿííîé Ïëàíêà â ìèðîâóþ êîí-

ñòàíòó îïðåäåëÿþùóþ ðîëü ñûãðàë Àëüáåðò Ýéíøòåéí
(1879–1955), ðàñïðîñòðàíèâ êâàíòîâûé ïîäõîä íà øè-
ðîêèé êðóã ÿâëåíèé – îò òåïëîåìêîñòè òâåðäûõ òåë äî
ôîòîýôôåêòà. Íàèìåíüøóþ ïîðöèþ ýíåðãèè îñöèëëÿ-
òîðà íàçâàëè êâàíòîì ýíåðãèè, èëè ïðîñòî êâàíòîì.
Êâàíò ýíåðãèè ðàâåí ω� .

Íåáîëüøîé ýêñêóðñ â èñòîðèþ ôèçèêè íàì ïîíàäî-
áèëñÿ, ÷òîáû ïîíÿòü, èç ÷åãî èñõîäèë Íèëüñ Áîð,
ïûòàÿñü ïîñòðîèòü òåîðèþ àòîìà.

Èòàê, Áîð ïîíèìàë, ÷òî åñòü íå òîëüêî íåîáõîäè-
ìîñòü, íî è âîçìîæíîñòü âûéòè çà ïðåäåëû êëàññè÷åñ-
êîé íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêè. Îí âåðèë íåäàâíåìó
(1911 ã.) îòêðûòèþ Ýðíåñòà Ðåçåðôîðäà (1871–1937)
ÿäðà àòîìà, â êîòîðîì ñîñðåäîòî÷åíà ìàññà àòîìà è
êîòîðîå ñâîèìè ðàçìåðàìè ïðèáëèçèòåëüíî â 5

10  ðàç
ìåíüøå àòîìà. Íåñîìíåííî, Áîð âñëåä çà Ðåçåðôîð-
äîì, êîòîðîãî îí ñ÷èòàë ñâîèì ó÷èòåëåì, ãëóáîêî
ïðîíèêñÿ óâåðåííîñòüþ, ÷òî ëþáîé àòîì íàïîìèíàåò
Ñîëíå÷íóþ ñèñòåìó: ÿäðî – Ñîëíöå, à ýëåêòðîíû –
ïëàíåòû. Òîëüêî ñèëû, äåéñòâóþùèå ìåæäó ÿäðîì è
ýëåêòðîíàìè, íåèçìåðèìî áîëüøå, ÷åì ñèëû ãðàâèòà-
öèîííîãî íüþòîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ìèêðî÷à-
ñòèöàìè. Ïðèòÿæåíèå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ó ÿäðà è
ýëåêòîíîâ çàðÿäû ðàçíîãî çíàêà. Îíè ïðèòÿãèâàþòñÿ

äðóã ê äðóãó êóëîíîâñêèìè ýëåêòðîñòàòè÷åñêèìè ñèëà-
ìè. Àòîì âîäîðîäà – ïðîñòåéøàÿ ñèñòåìà. Îí ñîñòîèò
èç îäíîãî ïðîòîíà – «ñîëíöà» è îäíîãî ýëåêòðîíà –
«ïëàíåòû».

Ïî÷åìó áûëà íåîáõîäèìîñòü âûéòè çà ïðåäåëû êëàñ-
ñè÷åñêîé ôèçèêè? Ïðè÷èíà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî êëàññè-
÷åñêàÿ ôèçèêà íå ìîãëà îáúÿñíèòü óñòîé÷èâîñòü àòî-
ìà, íå ìîãëà îòâåòèòü íà ôóíäàìåíòàëüíûå âîïðîñû,
ïî÷åìó âñå àòîìû îäíîãî ýëåìåíòà òîæäåñòâåííû
ìåæäó ñîáîé è ïî÷åìó ñïåêòð èçëó÷åíèÿ âîçáóæäåí-
íûõ àòîìîâ äèñêðåòåí. Âñå ýòè âîïðîñû è îòâåòû íà
íèõ òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Âîïðîñû ñîäåðæàò
ïî÷åìó. Ïîä÷åðêíåì: îïèñàòü, êàê äâèæóòñÿ ÷àñòèöû â
àòîìå, ñ ïîìîùüþ ñóùåñòâóþùåé ìåõàíèêè îêàçàëîñü
íåâîçìîæíûì. Îá ýòîì – ÷óòü ïîäðîáíåå.

Ñòàáèëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ïëàíåòàðíîé ñèñòåìû âîç-
ìîæíî, òîëüêî åñëè «ïëàíåòà» äâèæåòñÿ âîêðóã «ñîë-
íöà»  è  öåíòðîáåæíàÿ  ñèëà  èíåðöèè ïðîòèâîñòîèò
ñèëå  ïðèòÿæåíèÿ. Òàê êàê ïðîòîí âî ìíîãî ðàç òÿæåëåå
ýëåêòðîíà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äâèæåòñÿ òîëüêî
ýëåêòðîí. Îáîçíà÷èì ìàññó ýëåêòðîíà 
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Ñòàáèëüíîñòü îáúÿñíèòü, ïîõîæå, ìîæíî âðàùåíè-
åì. À òîæäåñòâåííîñòü? Â îäíîì àòîìå ñêîðîñòü ýëåê-
òðîíà ìîæåò áûòü áîëüøå, â äðóãîì ìåíüøå. Ðàäèóñû
èõ áóäóò îòëè÷àòüñÿ. Âîçìîæíî, ñóùåñòâóåò êàêàÿ-òî
õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü? Ôèçèêà óæå èìåëà â ñâîåì
ðàñïîðÿæåíèè õàðàêòåðíóþ ñêîðîñòü – ñêîðîñòü ñâåòà

103 10  “ì “c = ◊ . Ïîïðîáóåì ïîäñòàâèòü ýòî çíà÷åíèå â
ïðèâåäåííóþ ôîðìóëó. Åñëè v = c, òî ðàçìåð àòîìà
äîëæåí áûòü ïîðÿäêà 13

10  “ì
- . Îäíàêî óæå áûëî

èçâåñòíî, ÷òî àòîìû (äàæå ñàìûé ëåãêèé èç íèõ – àòîì
âîäîðîäà) çíà÷èòåëüíî áîëüøå – ðàäèóñ àòîìà ïîðÿäêà

8
10  “ì

- . Çíà÷èò, ñêîðîñòü v ýëåêòðîíà çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà c, è ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû íå
äîëæíû èìåòü ìåñòà.

Ìîæåò áûòü, ìîæíî íàéòè êàêóþ-òî äðóãóþ õàðàê-
òåðíóþ ñêîðîñòü èëè äðóãîé õàðàêòåðíûé ðàçìåð?
Çíà÷åíèåì êîíñòàíò – âåëè÷èíàìè çàðÿäà è ìàññû
ýëåêòðîíà – ìû óæå âîñïîëüçîâàëèñü, äðóãèõ êîíñòàíò
íåò. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, íåò â ïðåäåëàõ êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè.

Ïðåæäå ÷åì âûéòè çà ïðåäåëû êëàññè÷åñêîé (íåêâàí-
òîâîé) ôèçèêè, âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î ñòàáèëüíîñòè.
Àòîì, êàê ìû îòìåòèëè, ñòàáèëåí ñ òî÷êè çðåíèÿ
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. À êàê îáñòîèò äåëî ñ ýëåêòðî-
äèíàìèêîé? Ñîãëàñíî çàêîíàì ýëåêòðîäèíàìèêè, ëþ-
áîå çàðÿæåííîå òåëî, äâèãàÿñü ñ óñêîðåíèåì (à äâèæå-
íèå ïî îêðóæíîñòè èëè ïî ýëëèïñó ýòî äâèæåíèå ñ
óñêîðåíèåì), áóäåò èçëó÷àòü ýëåêòðîìàãíèòíûå âîë-
íû. Åñëè ÷àñòîòà îáðàùåíèÿ ðàâíà ω , òî è ÷àñòîòà âîëí
áóäåò ω . Âîëíû óíåñóò ÷àñòü ýíåðãèè ýëåêòðîíà, îí
ïðèáëèçèòñÿ ê ÿäðó, ñêîðîñòü åãî âîçðàñòåò (!), ÷àñòîòà
óâåëè÷èòñÿ. Òàê, ïîñòåïåííî ïðèáëèæàÿñü ê ÿäðó è

2 Ìîæåò ëè ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà áûòü ðàâíîé íóëþ, ìû
îáñóäèì ïîçæå.

3 Â ýòîé ñòàòüå àâòîð èñïîëüçóåò ïðèâû÷íóþ äëÿ ôèçèêîâ-
òåîðåòèêîâ ãàóññîâó ñèñòåìó åäèíèö. (Ïðèì. ðåä.)
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èçëó÷àÿ âîëíû âñå áîëåå âûñîêîé ÷àñòîòû, ýëåêòðîí â
êîíöå êîíöîâ óïàäåò íà ÿäðî. Ìîæíî ïîñ÷èòàòü, ñêîëü-
êî íà ýòî óøëî áû âðåìåíè, åñëè áû òàêàÿ êàðòèíà
èìåëà ìåñòî. Ïî àòîìíûì ìàñøòàáàì, äëÿ ýòîãî íóæíî
ìíîãî âðåìåíè: ïðèìåðíî ìèëëèîí ðàç îáåðíóëñÿ áû
ýëåêòðîí âîêðóã ÿäðà, ïðåæäå ÷åì óïàë áû íà íåãî. À
ïî ÷åëîâå÷åñêèì ìàñøòàáàì, âðåìÿ æèçíè àòîìà áûëî
áû ñîâåðøåííî íè÷òîæíûì – ïðèáëèçèòåëüíî 10

10  “
- .

Î êàêîé ñòàáèëüíîñòè ìîæíî ãîâîðèòü?!
Óìåíüøåíèå ýíåðãèè è îäíîâðåìåííîå óâåëè÷åíèå

ñêîðîñòè ïðè ïðèáëèæåíèè ýëåêòðîíà ê ÿäðó ìîæåò
óäèâèòü. Íå óäèâëÿéòåñü: ïîëíàÿ ýíåðãèÿ äâèæóùåãî-
ñÿ ýëåêòðîíà Å òåì áîëüøå, ÷åì ýëåêòðîí äàëüøå îò
ÿäðà. Äåéñòâèòåëüíî, ñóììà ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèé ðàâíà
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Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ñèëå ïðèòÿæåíèÿ 
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Ïîñòîÿííóþ ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ, òîãäà ïðè
áåñêîíå÷íîì ðàññòîÿíèè ýëåêòðîíà îò ÿäðà ýíåðãèÿ
îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ïðè îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèè (Å < 0)
ýëåêòðîí âðàùàåòñÿ âîêðóã ÿäðà, à ïðè Å > 0 îí íå
ñâÿçàí ñ ÿäðîì è ìîæåò óäàëèòüñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü.

K 1913-ó ãîäó Íèëüñ Áîð ïîíèìàë èëè, ïî ìåíüøåé
ìåðå, íàäåÿëñÿ, ÷òî ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ìîæåò èãðàòü
ðîëü â îáúÿñíåíèè ñâîéñòâ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ. Äàâàéòå ïîïðîáóåì íàðÿäó ñ 

e
m  è å âêëþ÷èòü �

â ÷èñëî âåëè÷èí, êîòîðûå ìîãóò âõîäèòü â ôîðìóëû,
îïðåäåëÿþùèå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ýëåêòðîíà v è ðàäè-
óñà åãî îðáèòû à. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç ñîîáðà-
æåíèé ðàçìåðíîñòè ïîëó÷èòñÿ
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Ëó÷øèì äîêàçàòåëüñòâîì ïðàâèëüíîñòè äîãàäêè ñëó-
æèò ÷èñëåííàÿ îöåíêà – è ðàäèóñ îðáèòû à, è ñêîðîñòü

v èìåþò íóæíûé ïîðÿäîê âåëè÷èíû: 8
10  “ìa -

∼ ,
810  “ì “v ∼ .

Ðåçóëüòàò, êîíå÷íî, ìíîãîîáåùàþùèé. Íî êàê äâè-
ãàòüñÿ äàëüøå? Ìíå íå õî÷åòñÿ íàðóøàòü èñòîðè÷åñ-
êóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé. Îáû÷íî ïðè ïîïó-
ëÿðíîì èçëîæåíèè â ýòîò ìîìåíò ïðèâëåêàþò ñîîáðà-
æåíèÿ Ëóè äå Áðîéëÿ (1892–1987) î ñóùåñòâîâàíèè
âîëí ìàòåðèè. Íî, ê ñîæàëåíèþ, Áîð ýòèõ ñîîáðàæå-
íèé íå çíàë – îíè áûëè âûñêàçàíû Ëóè äå Áðîéëåì
ëèøü 10 ëåò ñïóñòÿ. Áîð æå èñõîäèë èç òîãî, ÷òî åìó
áûëî èçâåñòíî.

Èçâåñòíî áûëî, ÷òî ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà êâàíòóåò-
ñÿ. Ñîãëàñíî Ïëàíêó, E nω = � . Ýíåðãèþ E îñöèëëÿ-
òîðà – ÷àñòèöû ìàññîé m, êîëåáëþùåéñÿ âäîëü êîîðäè-
íàòû q, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2 2 2

2 2

p m q
E

m

ω
= + ,

ãäå p = mv – èìïóëüñ ÷àñòèöû. Â ôèçèêå ÷àñòî
óïîòðåáëÿþò ïîíÿòèå «ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî», äîáàâ-
ëÿÿ ê ýòèì ñëîâàì, ê êàêîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå îíè
îòíîñÿòñÿ. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî îñöèëëÿòîðà – ýòî
ïëîñêîñòü, íà êîòîðóþ íàíåñåíà ñèñòåìà êîîðäèíàò: ïî
îñè àáñöèññ – êîîðäèíàòà q, à ïî îñè îðäèíàò – èìïóëüñ
ð. Âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî –

ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè 2Em  è ( )2
2E mω . Ïëîùàäü

ýëëèïñà ðàâíà ÷èñëó π , óìíîæåííîìó íà ïðîèçâåäåíèå
åãî ïîëóîñåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå îñöèëëÿòîðà îõâàòûâàåò ïëîùàäü, ðàâ-

íóþ 2 Eπ ω , èëè 2 Iπ . Âåëè÷èíà I íîñèò íàçâàíèå
äåéñòâèÿ.

Òåïåðü óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ ìîæíî îáîáùèòü íà
ëþáîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå: åñëè ÷àñòèöà ñîâåð-
øàåò ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, åå äåéñòâèå êâàíòó-
åòñÿ. Çàêîí êâàíòîâàíèÿ ïðîñò: äåéñòâèå ðàâíî öåëîìó
÷èñëó ïîñòîÿííûõ Ïëàíêà, ò.å.

I n= � , n = 1,2,3…

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ (è óñëîâèå
Ïëàíêà, è åãî îáîáùåíèå) â êëàññè÷åñêóþ ìåõàíèêó
âíåñåíû òîëüêî â ïîïûòêå îáúÿñíèòü îïûòíûå äàííûå.
Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå íåò êàêèõ-ëèáî âûäåëåííûõ
òðàåêòîðèé. Ñîãëàñíî ëîãèêå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè,
âîçìîæíû òðàåêòîðèè ñ ëþáûì çíà÷åíèåì äåéñòâèÿ.
Êâàíòîâàíèå íàðóøàåò ëîãèêó êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Ïîíèìàÿ, ÷òî «ñîâåðøàåò ïðåñòóïëåíèå», Íèëüñ Áîð
âñå æå ïðèìåíèë óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ ê äâèæåíèþ
ýëåêòðîíà âîêðóã ïðîòîíà. Ðåçóëüòàòû íå çàñòàâèëè
ñåáÿ æäàòü. Îêàçàëîñü, ÷òî ýëåêòðîí ìîæåò (äîëæåí)
äâèãàòüñÿ ïî âïîëíå îïðåäåëåííûì îðáèòàì, ðàäèóñû
êîòîðûõ ðàâíû
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Èíäåêñ «Â» – â ÷åñòü Áîðà (Bor). Âåëè÷èíó Ba  òàê è
íàçûâàþò – ðàäèóñ Áîðà, ýòî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå,
íà êîòîðîå ýëåêòðîí ìîæåò ïðèáëèçèòüñÿ ê ÿäðó (ïðî-
òîíó). Ðàäèóñ Áîðà ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ðàâåí

8
0,5 10  “ì

-◊ . Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå ðàäèóñà 
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a  â âûðà-

æåíèå äëÿ ýíåðãèè, ïîëó÷èì
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Ïîïûòàåìñÿ ïîíÿòü êà÷åñòâåííóþ ñòîðîíó ïîëó÷åí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ. Ýëåêòðîí â àòîìå ìîæåò èìåòü òîëüêî
äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè. Ìû íàðî÷íî îïóñòèëè
íàèìåíîâàíèå àòîìà (âîäîðîä), òàê êàê â ëþáîì àòîìå
ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ äèñêðåòíû. Ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà ñ
äèñêðåòíîé ýíåðãèåé – ðàçðåøåííîå ñîñòîÿíèå. Ïî
òåîðèè Áîðà ýëåêòðîí, íàõîäÿñü â ðàçðåøåííîì ñîñòî-
ÿíèè, õîòÿ è äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì, íî íå èçëó÷àåò (íå
ñïðàøèâàéòå, ïî÷åìó!). Ñðåäè ðàçðåøåííûõ ñîñòîÿ-
íèé åñòü ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé 1E . Îíà
îòðèöàòåëüíà, íî íå ðàâíà ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè, êàê
áûëî áû, åñëè áû ýëåêòðîí óïàë íà ïðîòîí (ïðè à = 0).
Ìåíüøåé ýíåðãèè, ÷åì 1E , ýëåêòðîí èìåòü íå ìîæåò.



Ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé íàçûâàåòñÿ îñíîâ-
íûì. Âñå îñòàëüíûå ðàçðåøåííûå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþò
âîçáóæäåííûìè. Ëþáîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå íå
âïîëíå ñòàöèîíàðíî. Èç âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåê-
òðîí ìîæåò «ïåðåïðûãíóòü» â ñîñòîÿíèå ñ ìåíüøåé
ýíåðãèåé, íî òîëüêî â òàêîå ñîñòîÿíèå, ýíåðãèÿ êîòîðî-
ãî ðàçðåøåíà.

Ýíåðãèÿ èçëó÷àåòñÿ êâàíòàìè ω� . ×àñòîòà èçëó÷å-
íèÿ, ò.å. ýíåðãèÿ êâàíòà, îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì ñîõðà-
íåíèÿ ýíåðãèè. Â ïðîöåññå èçëó÷åíèÿ, êàê âî âñåõ
ïðîöåññàõ, ïðîèñõîäÿùèõ â ïðèðîäå, âûïîëíÿåòñÿ
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Â ñîãëàñèè ñ íèì, ýíåðãèÿ
èçëó÷åííîãî êâàíòà ðàâíà

nm n m
E Eω = -� ,

ãäå n è m – öåëûå ÷èñëà è n > m. Ñêîëüêî âðåìåíè
ýëåêòðîí ïðîâåäåò â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè, çàâèñèò
îò ðÿäà ïðè÷èí. Âðåìåíà ýòè çíà÷èòåëüíî ðàçëè÷àþò-
ñÿ, íî âñå îíè êîíå÷íû. Ïî òåîðèè Áîðà âû÷èñëèòü èõ
íåëüçÿ.

Ýëåêòðîíó, íàõîäÿùåìóñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè,
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè çàïðåùàåò èçëó÷àòü ýëåê-
òðîìàãíèòíóþ ýíåðãèþ. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ýëåêò-
ðîíà â àòîìå óñòîé÷èâî.

Ñóùåñòâîâàíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îáåñïå÷èâàåò
òîæäåñòâåííîñòü àòîìîâ è èõ ñòàáèëüíîå ñóùåñòâîâà-
íèå. Èìååòñÿ ïîëíîå ñîãëàñèå ôîðìóëû
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ñî ñïåêòðîñêîïè÷åñêîé êàðòèíîé.
Åñëè áû çàäà÷åé êâàíòîâîé òåîðèè áûëî ëèøü âû÷èñ-

ëåíèå ñïåêòðà àòîìà âîäîðîäà, òî òåîðèþ Áîðà ïðè âñåé
åå ýêëåêòè÷íîñòè ìîæíî áûëî áû ïîñ÷èòàòü âûïîëíèâ-
øåé ñâîþ çàäà÷ó. Çàäà÷à áûëà äðóãîé: ïîíÿòü, êàê
«óñòðîåíû» àòîìû. Íî äàæå ñ ïîñòðîåíèåì òåîðèè
àòîìà ãåëèÿ – ñ äâóìÿ ýëåêòðîíàìè – íîâàÿ òåîðèÿ Áîðà
ñïðàâëÿëàñü ñ áîëüøèì òðóäîì. È óæ, êîíå÷íî, îíà ïî
îáùíîñòè è âîçìîæíîñòÿì íè â êàêîå ñðàâíåíèå íå
ìîãëà èäòè ñ êëàññè÷åñêèìè òåîðèÿìè. Â êîíöå ÕIÕ
âåêà êàçàëîñü, ÷òî êëàññè÷åñêîé ôèçèêå äîñòóïíî îáúÿñ-
íèòü «âñå íà ñâåòå» ñ åäèíûõ ïîçèöèé. À ó Áîðà âìåñòî
ñòðîéíîé òåîðèè – ñòðàííàÿ ýêëåêòèêà, ïî çàãàäî÷íîé
ïðè÷èíå îïèñûâàþùàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû.

È âñå æå çíà÷åíèå òåîðèè Áîðà îãðîìíî. Âïåðâûå
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îáúÿñíèòü ñâîéñòâà àòîìíûõ ÷àñòèö
ìîæíî, òîëüêî åñëè «ïîçâàòü íà ïîìîùü» êâàíòû.
Ïðàâäà, è ñàìè êâàíòû – íåçàêîííîðîæäåííûå îòïðûñ-
êè êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Îòêóäà îíè âçÿëèñü? ×òî ýòî
çà òåîðèÿ, êîãäà îòâåò íàäî ñêîðåå óãàäûâàòü, ÷åì
èñïîëüçîâàòü ïðèâû÷íóþ ôîðìóëó, îçíà÷àþùóþ, ÷òî
òåîðèÿ çàâåðøåíà, ïðàâèëà âûðàáîòàíû è îñòàåòñÿ
ðåøàòü çàäà÷è, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðåðîãàòèâå òåîðèè.

Ñ ïåðâûõ æå äíåé ñîçäàíèÿ òåîðèè àòîìà âîäîðîäà è
Íèëüñ Áîð, è âñå åãî êîëëåãè ïûòàëèñü ïîñòðîèòü
íàñòîÿùóþ òåîðèþ. Íà ñîçäàíèå êâàíòîâîé òåîðèè
óøëî ïðèáëèçèòåëüíî 15 ëåò. Çà ýòè ãîäû áûëà ñîçäàíà
êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, è â ïîíèìàíèè çàêîíîâ ìèêðîìè-
ðà ïðîèçîøåë óäèâèòåëüíûé ñêà÷îê. Áåç ïðåóâåëè÷å-
íèÿ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñîçäàíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè

– îäèí èç âàæíûõ ýòàïîâ èñòîðèè öèâèëèçàöèè. Ìèð
èçìåíèëñÿ çà âðåìÿ æèçíè îäíîãî ïîêîëåíèÿ ëþäåé.
Ïîñëåäñòâèÿ ýòîãî ñîáûòèÿ áóäóò îùóùàòüñÿ âñåãäà.

Âîëíû? ×àñòèöû?

Òî, ÷òî ñâåò èìååò äâîéíóþ ñóùíîñòü, ïîñòåïåííî
âîøëî â ñîçíàíèå ôèçèêîâ. Ôîòîíû ñòàëè òàê æå
ðåàëüíû, êàê ñâåòîâûå âîëíû. Ýòîìó ñïîñîáñòâîâàë
ðÿä ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå ïîëó÷è-
ëè åñòåñòâåííîå îáúÿñíåíèå íà îñíîâå ïîäõîäà ê ñâåòó
êàê ê ïîòîêó ôîòîíîâ. Óïîìÿíåì ëèøü äâà ÿâëåíèÿ.

Ïåðâîå ÿâëåíèå – ôîòîýôôåêò – ýòî èñïóñêàíèå
ýëåêòðîíîâ âåùåñòâîì ïðè îáëó÷åíèè åãî ñâåòîì. Îò-
ìåòèì òðè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ôàêòà: ìàêñèìàëüíàÿ
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ 

*,…
E  âûëåòåâøåãî èç âåùåñòâà

ýëåêòðîíà íå çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè ñâåòà; 
*,…

E
ëèíåéíî çàâèñèò îò ÷àñòîòû ñâåòà; ñóùåñòâóåò ïîðîãî-
âûé ýôôåêò – ïðè ÷àñòîòàõ, ìåíüøèõ íåêîòîðîé ÷àñòî-
òû 0ω , ôîòîýôôåêò îòñóòñòâóåò.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î ñâåòå êàê î âîëíîâîì
ïðîöåññå, ýòè ôàêòû áûëè íåîáúÿñíèìû. Àëüáåðò Ýéí-
øòåéí îáúÿñíèë èõ â ðàáîòå 1905 ãîäà «Îá îäíîé
ýâðèñòè÷åñêîé òî÷êå çðåíèÿ, êàñàþùåéñÿ âîçíèêíîâå-
íèÿ è ïðåâðàùåíèÿ ñâåòà». Îáúÿñíåíèå óäèâèòåëüíî
ïðîñòî: ýëåêòðîí ïîãëîùàåò ñâåò êâàíòàìè – ôîòîíàìè.
Ïðè ïîãëîùåíèè ôîòîíà ñ ýíåðãèåé ω�  âûïîëíÿåòñÿ
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

*,…
E Aω = +� ,

ãäå À – ýíåðãèÿ, êîòîðóþ íàäî çàòðàòèòü, ÷òîáû
«îòîðâàòü» ýëåêòðîí îò âåùåñòâà, åå íàçûâàþò ðàáî-
òîé âûõîäà. Âñå ïåðå÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå
ôàêòû – ñëåäñòâèå ýòîãî ðàâåíñòâà.

Çíà÷åíèå óïîìÿíóòîé ðàáîòû âèäíî ïî òîìó, ÷òî
Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ â 1921 ãîäó Ýéíøòåéí ïîëó÷èë
ñî ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêîé: «Çà âàæíûå ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, îñîáåííî çà îòêðûòèå
çàêîíîâ ôîòîýëåêòðè÷åñêîãî ýôôåêòà».

Âòîðîå ÿâëåíèå – êîìïòîí-ýôôåêò – ýòî ðàññåÿíèå
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ñâîáîäíîì ýëåêòðîíå. Íàçâàí
ýôôåêò â ÷åñòü àìåðèêàíñêîãî ôèçèêà Àðòóðà Êîìïòî-
íà (1892–1962). ßâëåíèå «âïåðâûå ñ òðåáóåìîé òùà-
òåëüíîñòüþ áûëî èì èçó÷åíî», õîòÿ ýôôåêò «ïðîÿâëÿë-
ñÿ óæå â ïåðâûõ îïûòàõ ïî ðàññåÿíèþ ðåíòãåíîâñêèõ
ëó÷åé…» (öèòèðóþ ïî Ôèçè÷åñêîé ýíöèêëîïåäèè).

Îñîáåííîñòü ýôôåêòà, êîòîðóþ íåâîçìîæíî îáúÿñ-
íèòü, èñõîäÿ èç âîëíîâûõ ïðåäñòàâëåíèé î ñâåòå, – ýòî
íåáîëüøîå óìåíüøåíèå ÷àñòîòû ðàññåÿííîãî ñâåòà ïî
ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé ïàäàþùåãî ñâåòà. Äåéñòâèòåëü-
íî, îáúÿñíèòü òàêîå íåëüçÿ: ðàññåÿííûé ñâåò èçëó÷àþò
ýëåêòðîíû, ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñâåòî-
âîé âîëíû îíè êîëåáëþòñÿ ñ ÷àñòîòîé ñâåòà è ñâåò òàêîé
æå ÷àñòîòû äîëæíû èçëó÷àòü.

Ñîâåðøåííî äðóãàÿ êàðòèíà, åñëè ñâåò – ïîòîê ôîòî-
íîâ. Ôîòîí – ÷àñòèöà, ÷åì-òî íàïîìèíàþùàÿ ñíàðÿä.
Ñòîëêíóâøèñü ñ ýëåêòðîíîì, ôîòîí, êàê âñÿêàÿ ÷àñòè-
öà, ÷àñòü ýíåðãèè è èìïóëüñà ïåðåäàåò ýëåêòðîíó.
Ýíåðãèÿ ε  è èìïóëüñ p

�
 ôîòîíà îïðåäåëÿþòñÿ åãî
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ïðè÷åì ÷àñòîòà è âåëè÷èíà âîëíîâîãî âåêòîðà ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì 2ck cω π λ= = , ãäå λ  –
äëèíà âîëíû ñâåòà, à íàïðàâëåí âîëíîâîé âåêòîð òóäà,
êóäà äâèæåòñÿ âîëíà. Ñîãëàñíî ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõà-
íèêå Ýéíøòåéíà, ýíåðãèÿ Å ýëåêòðîíà çàâèñèò îò åãî
èìïóëüñà Ð ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2 4 2 2

e
E m c c P= + .

Çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ïðè
ñòîëêíîâåíèè ôîòîíà ñ ýëåêòðîíîì, à èíäåêñàìè «í» è
«ê» îòìåòèì íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ èìïóëüñîâ
ýëåêòðîíà è ôîòîíà:

( ) ( ) ( ) ( )
… … * *

E P p E P pε ε+ = + , 
… *… *

P p P p+ = +

�� ��� �
.

Ðàñ÷åò èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû ôîòîíà òåïåðü íå ïðåäñòàâ-
ëÿåò òðóäà. Ïðèíÿòî ðåçóëüòàò ýòîãî ðàñ÷åòà ïðèâî-
äèòü íå â âèäå óìåíüøåíèÿ ÷àñòîòû, à â âèäå óâåëè÷å-
íèÿ äëèíû âîëíû ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé:

( )
* …

2
1 cos

e
m c

πΔλ λ λ θ
Ê ˆ

= - = -Á ˜Ë ¯
�

,

ãäå θ  – óãîë ðàññåÿíèÿ. Ïàðàìåòð ðàçìåðíîñòè äëèíû

( ) 10
2 2,4 10  “ì

e
m cπ -= ◊�  íàçûâàåòñÿ êîìïòîíîâñêîé

äëèíîé âîëíû ýëåêòðîíà. Êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû
îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê âåëè÷èíû ýôôåêòà Êîìïòîíà. Ñ
ðàçâèòèåì òåîðèè îíà ñòàëà èãðàòü âàæíóþ ðîëü ïðè
îïèñàíèè ìíîãèõ ýôôåêòîâ. Ñîãëàñèå èçìåðåíèé Êîì-
ïòîíà ñ ôîðìóëîé äëÿ Δλ  ïîäòâåðäèëî, ÷òî ôîòîí –
íàñòîÿùàÿ ÷àñòèöà. Êàê êàæäàÿ ÷àñòèöà, ôîòîí îáëà-
äàåò è èìïóëüñîì, è ýíåðãèåé.

Â 1927 ãîäó çà îòêðûòèå (1922 ã.) ýôôåêòà, íîñÿùåãî
åãî èìÿ, À.Êîìïòîí ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ.

Îãëÿäûâàÿñü íàçàä, òðóäíî îöåíèòü, êàê âîñïðèíè-
ìàëàñü ñäåëàííàÿ ðàáîòà òîãäà. Òåïåðü êàæåòñÿ âñå
î÷åâèäíûì. Êàêèå ìîãóò áûòü ñîìíåíèÿ? Ê ñ÷àñòüþ,
ñîõðàíèëèñü âûñêàçûâàíèÿ ñîâðåìåííèêîâ îòêðûòèÿ.
Ïðèâåäåì êîíöîâêó ñòàòüè Ýéíøòåéíà «Ýêñïåðèìåíò
Êîìïòîíà»: «…Ðåçóëüòàò îïûòà Êîìïòîíà ïîêàçûâà-
åò, ÷òî èçëó÷åíèå âåäåò ñåáÿ òàê, êàê åñëè áû îíî
ñîñòîÿëî èç äèñêðåòíûõ êîðïóñêóë, íå òîëüêî â ñìûñëå
ïåðåäà÷è ýíåðãèè, íî è â ñìûñëå ïåðåäà÷è êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ [èìïóëüñà]». À â òåêñòå ñòàòüè åñòü àáçàö,
óñèëèâàþùèé îöåíêó ðàáîòû Êîìïòîíà è îäíîâðåìåí-
íî óòâåðæäàþùèé àëîãè÷íîñòü ñèòóàöèè â ôèçèêå òåõ
ëåò: «…Òåïåðü ìû èìååì äâå òåîðèè ñâåòà, îáå íåîáõî-
äèìûå è – êàê ïðèõîäèòñÿ ïðèçíàòü ñåãîäíÿ – ñóùå-
ñòâóþùèå áåç âñÿêîé ëîãè÷åñêîé âçàèìîñâÿçè, íåñìîò-
ðÿ íà äâàäöàòü ëåò êîëîññàëüíûõ óñèëèé ôèçèêîâ-
òåîðåòèêîâ. Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ñâåòà ñäåëàëà âîçìîæ-
íîé òåîðèþ àòîìà Áîðà è îáúÿñíèëà òàê ìíîãî ôàêòîâ,
÷òî îíà äîëæíà ñîäåðæàòü çíà÷èòåëüíóþ äîëþ èñòèíû.
[...] ×ðåçâû÷àéíóþ âàæíîñòü ïðèîáðåòàåò âîïðîñ î
òîì, â êàêîé ñòåïåíè ÷àñòèöàì ñâåòà, èëè êâàíòàì,
ñëåäóåò ïðèïèñûâàòü ñâîéñòâà ñíàðÿäîâ» (âûäåëåíî
ìíîé – Ì.Ê.).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ñòàòüå Ýéíøòåéíà íåò
ñëîâà ôîòîí. Íåò åãî è â ïóáëèêàöèè Êîìïòîíà. Äåëî
â òîì, ÷òî ñëîâî ôîòîí «ðîäèëîñü» çàìåòíî ïîçæå,
òîëüêî â 1929 ãîäó, è ââåë åãî â óïîòðåáëåíèå àìåðè-
êàíñêèé ôèçèêî-õèìèê Ãèëüáåðò Ëüþèñ (1875–1946).

Àëîãè÷íîñòü è ñòðàííîñòü ôèçè÷åñêîé êàðòèíû ìèê-
ðîìèðà – ìèðà àòîìíûõ è ñóáàòîìíûõ ÷àñòèö – ïîáó-
äèëà Ëóè äå Áðîéëÿ âûñêàçàòü â 1923 ãîäó ñîâñåì
íåîæèäàííîå ñîîáðàæåíèå: äâèæåíèå ÷àñòèöû âñåãäà
ñîïðîâîæäàåòñÿ âîëíîé. ×òî ýòî çà âîëíà, òåîðèÿ äàæå
íå ïûòàëàñü îáúÿñíèòü, íî õàðàêòåðèñòèêè âîëíû

óêàçûâàëà. Åñëè Å è P
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Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷èëè èìÿ Ëóè äå Áðîéëÿ. Ôîð-
ìàëüíî îíè íå îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ ââîäÿòñÿ êâàíòû ñâåòà – ôîòîíû. Åñëè ìîæíî
÷èòàòü óðàâíåíèå ñëåâà íàïðàâî, òî, î÷åâèäíî, åãî
ìîæíî ÷èòàòü è ñïðàâà íàëåâî. Ýòà ïðîñòàÿ ìûñëü –
âàæíîå ýâðèñòè÷åñêîå ñîîáðàæåíèå.

Âûñêàçàíî óäèâèòåëüíîå è íåîæèäàííîå ïðåäïîëîæå-
íèå. Êàçàëîñü áû, íàäî íåìåäëåííî ïîñòàâèòü ýêñïåðè-
ìåíò è âûÿñíèòü, èìååò ëè ãèïîòåçà äå Áðîéëÿ êàêîå-
ëèáî îòíîøåíèå ê äåéñòâèòåëüíîñòè. Ëèøü ÷åðåç ÷åòûðå
ãîäà, â 1927 ãîäó, â ÑØÀ Êëèíòîíîì Äýâèññîíîì
(1881–1958) è â Àíãëèè Äæîðäæåì Òîìñîíîì (1892–
1975) áûëà îòêðûòà äèôðàêöèÿ ýëåêòðîíîâ íà êðèñòàë-
ëå, ïîäòâåðäèâøàÿ ñóùåñòâîâàíèå ó ýëåêòðîíîâ âîëíî-
âûõ ñâîéñòâ. Çà ýòî îòêðûòèå Äýâèññîí è Òîìñîí â 1937
ãîäó áûëè óäîñòîåíû Íîáåëåâñêîé ïðåìèåé.

Òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ íåðåäêî îïåðåæàþò
îïûò. Ó íèõ ñâîÿ ëîãèêà ðàçâèòèÿ. Â 1926 ãîäó Ýðâèí
Øð¸äèíãåð (1887–1961) îïóáëèêîâàë ðàáîòó, â êîòî-
ðîé ñôîðìóëèðîâàë âîëíîâîå óðàâíåíèå, ïîëîæèâøåå
íà÷àëî îäíîé èç ôîðì êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ýòà ôîðìà
êâàíòîâîé ìåõàíèêè íåêîòîðîå âðåìÿ èìåíîâàëàñü âîë-
íîâîé ìåõàíèêîé è ñóùåñòâîâàëà íàðÿäó ñ ìàòðè÷íîé
ìåõàíèêîé. Âîëíîâàÿ ìåõàíèêà âîçíèêëà ïî÷òè îäíî-
âðåìåííî ñ ìàòðè÷íîé, íî âñå æå ÷óòü ïîçæå. Ñíà÷àëà
ñ÷èòàëè, ÷òî ïðèäåòñÿ âûáèðàòü ìåæäó äâóìÿ ôîðìàìè
êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïîòîì íå òîëüêî óáåäèëèñü, ÷òî
îáå îíè õîðîøî ïðèñïîñîáëåíû ê îïèñàíèþ ñâîéñòâ
ìèêðîìèðà, íî è ïðèøëè ê âûâîäó î ïîëíîé èõ
òîæäåñòâåííîñòè. Âñå ñâîéñòâà àòîìà, êîòîðûå îí èìå-
åò, ò.å. òå, êîòîðûå ìîæíî îáíàðóæèòü â ýêñïåðèìåíòå
è äàæå èçìåðèòü, ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû, íàéäåíû,
ïðåäñêàçàíû, èñïîëüçóÿ ðåøåíèå óðàâíåíèé êâàíòîâîé
ìåõàíèêè. Â êàêîé èìåííî ôîðìå, áåçðàçëè÷íî. Ãëàâ-
íîå, ðåøèòü çàäà÷ó áåç îøèáîê.

Òâîðöîì ìàòðè÷íîé ìåõàíèêè çàñëóæåííî ñ÷èòàåòñÿ
Âåðíåð Ãåéçåíáåðã (1901–1976). Â 1932 ãîäó çà îòêðû-
òèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè â ìàòðè÷íîé ôîðìå  (1925 ã.)
Ãåéçåíáåðã ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ. Îòêðûòèå,
çà êîòîðîå áûëè óäîñòîåíû Íîáåëåâñêîé ïðåìèè 1933
ãîäà Ýðâèí Øð¸äèíãåð è Ïîëü Äèðàê, ñôîðìóëèðîâà-
íî òàê: «Çà îòêðûòèå íîâûõ ôîðì àòîìíîé òåîðèè»
(âûäåëåíî ìíîé – Ì.Ê.). Ãëàâíàÿ çàñëóãà Äèðàêà –
ôîðìóëèðîâêà îñíîâ ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè. Íî ìàòðè÷íàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, êàê è
ðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, – çà ïðåäåëàìè
íàøåãî ðàññêàçà.

(Ïðîäîëæåíèå ñëåäóåò)
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×æåí Øåíü
À.ÂÀÑÈËÜÅÂ

Ï
ÐÈ ÄÂÎÐÅ ÈÌÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÄÈÍÀÑÒÈÈ ÕÀÍÜ
âî  I–II  âåêàõ  íàøåé  ýðû  â  Ñèàíè  ïðîæèâàë
àñòðîíîì è ìàòåìàòèê ×æåí Øåíü (×æàí Õýí,

78–139). Åãî âçãëÿäû íà óñòðîéñòâî Âñåëåííîé âî
ìíîãîì ïðåäâîñõèòèëè áóäóùèå îòêðûòèÿ Êîïåðíèêà,
Êåïëåðà è Ãàëèëåÿ.

Óæå â ãîä íàçíà÷åíèÿ íà äîëæíîñòü ïðèäâîðíîãî
àñòðîíîìà ×æåí Øåíü èçãîòîâèë íåáåñíûé ãëîáóñ,
êîòîðûé ÷óäåñíûì îáðàçîì ïðèâîäèëñÿ â äâèæåíèå
ýíåðãèåé ïàäàþùåé âîäû, à ñêðûòûå ìåõàíèçìû ïîçâî-
ëÿëè ðåãóëèðîâàòü ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ýòîãî ãëîáóñà.
Êîñìîñ ïðåäñòàâëÿëñÿ ×æåí Øåíþ âîïëîùåíèåì ïóñ-
òîòû, â êîòîðîé èçðåäêà ïîïàäàþòñÿ ðàçáðîñàííûå ïî
íåé íåáåñíûå òåëà, Ñîëíöå ïðåäñòàâëÿëîñü åìó îãíåì,
èçëó÷àþùèì ñâåò, à Ëóíà – âîäîé, îòðàæàþùåé åãî.
Ñîëíå÷íûå è ëóííûå çàòìåíèÿ, ðàâíî êàê è ôàçû
Ëóíû, îí îáúÿñíÿë ðàñïîëîæåíèåì Çåìëè, Ëóíû è
Ñîëíöà îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Ïî âîñïîìèíàíèÿì
ñîâðåìåííèêîâ, ×æåí Øåíü ïðèäåðæèâàëñÿ ãåëèîöåí-
òðè÷åñêîé ñèñòåìû ìèðà, è åãî ôèçè÷åñêàÿ êàðòèíà
óñòðîéñòâà ìèðà íå äîïóñêàëà ñóùåñòâîâàíèÿ õðóñ-
òàëüíûõ ñôåð, ñòîëü ïîïóëÿðíûõ â ñðåäíåâåêîâîé
Åâðîïå.

×æåí Øåíþ ïðèïèñûâàþòñÿ ìíîãèå èçîáðåòåíèÿ
äðåâíåãî Êèòàÿ, â òîì ÷èñëå è ïåðâîãî ëåòàòåëüíîãî
àïïàðàòà. Îäíàêî åãî íåñîìíåííûì øåäåâðîì ÿâèëîñü
ñîçäàíèå â 132 ãîäó ïåðâîãî ñåéñìîãðàôà.

Ýòà ìíîãîêðàòíî îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿëà ñîáîé áðîíçîâûé ñîñóä äèàìåòðîì îêîëî äâóõ
ìåòðîâ, ïî ïåðèìåòðó êîòîðîãî ðàñïîëàãàëèñü âîñåìü
äðàêîíîâ. ×åëþñòè äðàêîíîâ ðàñêðûâàëèñü ïðè âçäðà-
ãèâàíèè, è â ïàñòè ó êàæäîãî áûë ñïðÿòàí øàð. Âíóòðè
ñîñóäà íàõîäèëñÿ ïåðåâåðíóòûé ìàÿòíèê ñ òÿãàìè,
ïðèñîåäèíåííûìè ê ãîëîâàì äðàêîíîâ. Êîãäà â ðåçóëü-
òàòå ïîäçåìíîãî òîë÷êà ìàÿòíèê ïðèõîäèë â äâèæåíèå,
òÿãà, ñîåäèíåííàÿ ñ ãîëîâîé, îáðàùåííîé â ñòîðîíó
òîë÷êà, ðàñêðûâàëà ïàñòü äðàêîíà, øàð èç íåå âûêàòû-
âàëñÿ è ïàäàë â îòêðûòûé ðîò îäíîé èç âîñüìè æàá,
âîññåäàâøèõ ó îñíîâàíèÿ ñîñóäà. Ïðèáîð áûë íàñòîëü-
êî ÷óâñòâèòåëüíûì, ÷òî óëàâëèâàë ïîäçåìíûå òîë÷êè,
ýïèöåíòðû êîòîðûõ íàõîäèëèñü çà ìíîãèå ñîòíè êèëî-
ìåòðîâ îò íåãî. Íàïðèìåð, îäíàæäû øàð âûïàë èç
ïàñòè îäíîãî èç äðàêîíîâ, íî æèòåëè Ñèàíè íå ïî÷óâ-
ñòâîâàëè íèêàêîãî òîë÷êà. À ÷åðåç íåñêîëüêî äíåé
ïîñëàííèêè èç Êàíñó, êîòîðûé íàõîäèòñÿ íà ñåâåðî-
âîñòîêå Ïîäíåáåñíîé, äîëîæèëè èìïåðàòîðó, ÷òî ó íèõ
ïðîèçîøëî ñåðüåçíîå çåìëåòðÿñåíèå.

Ðàñöâåò íàóêè â ãîäû ïðàâëåíèÿ èìïåðàòîðîâ äèíà-
ñòèè Õàíü ñìåíèëñÿ åå ïîëíûì çàñòîåì, êîãäà íàñëåä-
íèêè èìïåðèè – ãîñóäàðñòâà Âåé, Âó è Øó – ñòàëè

âûÿñíÿòü îòíîøåíèÿ ìåæäó ñîáîé. À ïîñëå ìîíãîëüñ-
êîãî íàøåñòâèÿ íà Êèòàé èçîáðåòåíèÿ äðåâíîñòè âîîá-
ùå îòîøëè áîëüøåé ÷àñòüþ â îáëàñòü ëåãåíä.

Èìåþòñÿ îòðûâî÷íûå ñâåäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ñåé-
ñìîãðàôîâ â Ïåðñèè XII âåêà, íî ÷òî êàñàåòñÿ Åâðîïû,
òî çäåñü ñåéñìîãðàô áûë âíîâü èçîáðåòåí ëèøü â
íà÷àëå XVIII âåêà. Åùå ÷åðåç ïîëòîðà âåêà Ë.Ïàëüìè-
åðè â Èòàëèè ñêîíñòðóèðîâàë ðòóòíûé ñåéñìîãðàô, â
êîòîðîì U-îáðàçíûå òðóáêè áûëè ðàñïîëîæåíû âäîëü
íàïðàâëåíèé ñòîðîí ñâåòà (âîñòîê – çàïàä, ñåâåð – þã).
Ïðè çåìëåòðÿñåíèè ðòóòü çàìûêàëà ýëåêòðè÷åñêèå êîí-
òàêòû â îäíîé èç òðóáîê, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ôèêñèðîâà-
ëîñü âðåìÿ ñîáûòèÿ, à ñïåöèàëüíîå óñòðîéñòâî ðåãèñò-
ðèðîâàëî äâèæåíèå ïîïëàâêà â ðòóòè.

Ñîâðåìåííûå ñåéñìîãðàôû ïîÿâèëèñü â êîíöå XIX
âåêà. Â íèõ èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî èíåðöèè, ò.å. ñïî-
ñîáíîñòü ñîõðàíÿòü ïåðâîíà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïîêîÿ
èëè ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Ãëàâíàÿ ÷àñòü òàêîãî
ñåéñìîãðàôà – ìàÿòíèê, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ãðóç, ïîäâåøåííûé íà ïðóæèíå ê êðîíøòåéíó, êîòî-
ðûé æåñòêî êðåïèòñÿ ê êîðïóñó. Êîðïóñ ñåéñìîãðàôà
çàêðåïëåí â òâåðäîé ãîðíîé ïîðîäå è ïðè çåìëåòðÿñå-
íèè ïðèõîäèò â äâèæåíèå. Áàðàáàí ñ áóìàæíîé ëåíòîé
òàêæå ïðèêðåïëåí ê êîðïóñó ñåéñìîãðàôà. Êîãäà ïî÷âà
êîëåáëåòñÿ ïðè çåìëåòðÿñåíèè, ãðóç ìàÿòíèêà îòñòàåò
îò åå äâèæåíèÿ.

Ìàãíèòóäà çåìëåòðÿñåíèÿ – ò.å. èíòåíñèâíîñòü, îöå-
íèâàåìàÿ ïî ýíåðãèè ñåéñìè÷åñêèõ âîëí, – â íàøè äíè
èçìåðÿåòñÿ ïî øêàëå Ðèõòåðà, ïðåäëîæåííîé àìåðè-
êàíñêèì ñåéñìîëîãîì ×.Ðèõòåðîì â 1935 ãîäó. Â ýòîé
íå èìåþùåé âåðõíåãî ïðåäåëà ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå
íàèáîëåå ñèëüíûå çàðåãèñòðèðîâàííûå çåìëåòðÿñåíèÿ
äîñòèãàëè ïî÷òè 9 áàëëîâ. Òàêèõ çåìëåòðÿñåíèé ñ
íà÷àëà èíñòðóìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé áûëî çàðåãèñò-
ðèðîâàíî âñåãî äâà, ïðè÷åì îáà – íà äíå ìèðîâîãî
îêåàíà: îäíî ó ïîáåðåæüÿ Ýêâàäîðà, à äðóãîå ó áåðåãîâ
ßïîíèè. Âñåãî â XX âåêå ïðîèçîøëî îêîëî 3000
çåìëåòðÿñåíèé ñ ìàãíèòóäîé áîëåå 7 áàëëîâ.

Èçîáðåòåíèå ×æåí Øåíÿ, êîíå÷íî, íå â ñîñòîÿíèè
ïðåäîòâðàòèòü çåìëåòðÿñåíèå, íî åãî èäåè çàëîæèëè
îñíîâû öåëîãî íàïðàâëåíèÿ ñîâðåìåííîé íàóêè – ñåéñ-
ìîëîãèè. Ñåéñìîëîãèÿ æå, íàêàïëèâàÿ è ñèñòåìàòèçè-
ðóÿ ôàêòû, îáëàäàåò â îïðåäåëåííîé ìåðå ïðåäñêàçà-
òåëüíîé ñèëîé, óêàçûâàÿ, â êàêèõ ðàéîíàõ çåìëè è ñ
êàêîé âåðîÿòíîñòüþ âîçìîæíû ðàçðóøèòåëüíûå çåìëå-
òðÿñåíèÿ.
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â
íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå ïîçäíåå 1 èþíÿ 2006 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹2–2006» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì1991» èëè «Ô1998». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â
ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì
êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé).

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äëÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëü-
íîì êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå:
«Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìà-
òèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîëû è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷è Ì1991 è Ì1992 ïðåäëàãàëèñü íà XXVII Òóðíèðå ãîðîäîâ, çàäà÷à Ì1993 ïðåäëàãàëàñü íà

I Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäå ïî ãåîìåòðèè èìåíè È.Ô.Øàðûãèíà, çàäà÷à Ì1994 – íà V Òóðíèðå
ìàòåìàòè÷åñêèõ áîåâ ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À »

Çàäà÷è Ì1991 – Ì1995, Ô1998–Ô2002

Ì1991. Èìååòñÿ 6 ìîíåò, îäíà èç êîòîðûõ ôàëüøèâàÿ
(îíà îòëè÷àåòñÿ ïî âåñó îò íàñòîÿùåé, íî åå âåñ, êàê è
âåñ íàñòîÿùåé ìîíåòû, íåèçâåñòåí). Êàê çà 3 âçâåøè-
âàíèÿ ñ ïîìîùüþ âåñîâ, ïîêàçûâàþùèõ îáùèé âåñ
âçâåøèâàåìûõ ìîíåò, íàéòè ôàëüøèâóþ ìîíåòó?

Ì.Ìàëêèí

Ì1992. Íà ïëîñêîñòè ëåæàë êóá. Åãî ïåðåêàòèëè
íåñêîëüêî ðàç ÷åðåç ðåáðà òàê, ÷òî êóá ñíîâà îêàçàëñÿ
íà èñõîäíîì ìåñòå òîé æå ãðàíüþ ââåðõ. Ìîãëà ëè ïðè
ýòîì âåðõíÿÿ ãðàíü ïîâåðíóòüñÿ íà 90

�  îòíîñèòåëüíî
ñâîåãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ?

È.Áîãäàíîâ

Ì1993. Ïóñòü Í – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëü-
íèêà ÀÂÑ, à Õ – ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà
ïðÿìûõ ÀÍ, ÂÍ, ÑÍ. Îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì ÕÍ
âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ïðÿìûå ÀÍ, ÂÍ, ÑÍ â òî÷êàõ

1 1 1, , ,A B C  à ïðÿìûå ÀÕ, ÂÕ, ÑÕ – â òî÷êàõ 2 2 2, ,A B C
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå 1 2A A , 1 2B B ,

1 2C C  ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
À.Çàñëàâñêèé

Ì1994. à) Â ìåøêå èçþìà ñîäåðæèòñÿ 2001 èçþìèíêà
îáùèì âåñîì 1001 ã, ïðè÷åì íè îäíà èçþìèíêà íå âåñèò
áîëüøå 1,001 ã. Äîêàæèòå, ÷òî âåñü èçþì ìîæíî ðàçëî-
æèòü íà äâå ÷àøè âåñîâ òàê, ÷òîáû âåñû ïîêàçàëè
ðàçíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ 1 ã.
á) Â ìåøêå èçþìà ñîäåðæèòñÿ 2001 èçþìèíêà îáùèì
âåñîì 1001 ã, ïðè÷åì íè îäíà èçþìèíêà íå âåñèò
áîëüøå (1 + õ) ã. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì çíà÷åíèè õ

çàâåäîìî ìîæíî ðàçëîæèòü âåñü èçþì íà äâå ÷àøè
âåñîâ òàê, ÷òîáû âåñû ïîêàçàëè ðàçíîñòü, íå ïðåâîñ-
õîäÿùóþ 1 ã?

È.Áîãäàíîâ, Å.Ïåòðîâ, Ä.Êàðïîâ

Ì1995*. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )1 2 3n n n n+ + + = ( ) ( ) ( )
2 3 4

1 2 3m m m m+ + +

íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
À.Èâàíîâ (Áîëãàðèÿ)

Ô1998. Àâòîìîáèëü åäåò ïî ïðÿìîé äîðîãå. Çà ïåðâûé
÷àñ ïóòè åãî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ñîñòàâèëà 50 êì/÷, åùå
÷àñ îí åõàë ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 70 êì/÷, çàòåì ðîâíî
÷àñ ïðîñòîÿë â ïðîáêå. Îñòàòîê ïóòè îí åõàë ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ 40 êì/÷. Íàéäèòå ñðåäíþþ ñêîðîñòü
àâòîìîáèëÿ íà âñåì ïóòè.

Î.Ïðîñòîâ

Ô1999. Ñïóòíèê âðàùàåòñÿ âîêðóã Çåìëè ïî êðóãîâîé
îðáèòå, âñå âðåìÿ íàõîäÿñü íàä îäíîé è òîé æå òî÷êîé
ýêâàòîðà («ñóòî÷íûé» ñïóòíèê). Ïî ñîâåðøåííî íåïî-
íÿòíîé ïðè÷èíå ñïóòíèê âäðóã îñòàíîâèëñÿ (åãî ñêî-
ðîñòü îòíîñèòåëüíî öåíòðà Çåìëè ñòàëà íóëåâîé).
Îöåíèòå âðåìÿ ïàäåíèÿ ñïóòíèêà íà Çåìëþ ñ òî÷íîñ-
òüþ íå õóæå 1%.

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô2000. Â ãîðèçîíòàëüíîì öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå
íàõîäèòñÿ ïîðöèÿ ãåëèÿ. Ñîñóä çàêðûò ìàññèâíûì
ïîðøíåì, êîòîðûé ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî ãîðèçîíòàëè áåç
òðåíèÿ. Ñ ãàçîì â ñîñóäå ïðîâîäÿò äâà îïûòà: íàðóæíîå
äàâëåíèå óâåëè÷èâàþò â òðè ðàçà – îäèí ðàç î÷åíü



áûñòðî, äðóãîé ðàç î÷åíü ìåäëåííî. Â êàêîì èç îïûòîâ
êîíå÷íûé îáúåì ãàçà îêàæåòñÿ ìåíüøå? Âî ñêîëüêî
ðàç?

À.Ãàçîâ

Ô2001. Î÷åíü òîíêèé íåïðîâîäÿùèé ñòåðæåíü äëèíîé
L ðàâíîìåðíî çàðÿæåí ïî äëèíå ïîëíûì çàðÿäîì Q.
Ìàëåíüêîå ïðîâîäÿùåå êîëüöî ðàäèóñîì R ñäåëàíî èç
î÷åíü òîíêîé ïðîâîëîêè, åãî öåíòð ñîâïàäàåò ñ îäíèì
èç êîíöîâ ñòåðæíÿ, à ïëîñêîñòü êîëüöà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà ñòåðæíþ. Çàðÿä êîëüöà q. Ñ êàêîé ñèëîé ñòåð-
æåíü äåéñòâóåò íà êîëüöî?

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô2002. Ê áàòàðåéêå ñ ÝÄÑ E  è âíóòðåííèì ñîïðîòèâ-
ëåíèåì r ïîäêëþ÷àþò ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûå ðåçè-
ñòîð ñîïðîòèâëåíèåì R è êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ L.
Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëèòñÿ â ðåçèñòîðå çà
áîëüøîå âðåìÿ?

À.Òåïëîâ

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì1966–Ì1975,
Ô1983–Ô1987

Ì1966. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî 
 �ä,…,ö  �ä,…,ö

11 11211 11

n n

… …����� �����  äå-

ëèòñÿ íà 11, òî îíî òàêæå äåëèòñÿ è íà 121.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì äåëèìîñòè íà 11: ÷èñëî
äåëèòñÿ íà 11 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçíîñòü ñóìì
öèôð, ñòîÿùèõ íà ÷åòíûõ è íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ, äåëèò-
ñÿ íà 11. Èìååì 
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n n+ -

= ◊… … . Ïîëó÷àåì, ÷òî êàê ïåðâûé, òàê è âòî-

ðîé ñîìíîæèòåëè äåëÿòñÿ íà 11 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà n íå÷åòíî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè n íå÷åòíî, òî îáà
ñîìíîæèòåëÿ äåëÿòñÿ íà 11, è èõ ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ
íà 121. Åñëè æå n ÷åòíî, òî èñõîäíîå ÷èñëî íà 11 íå
äåëèòñÿ.

Â.Ñåíäåðîâ

Ì1967. Â íàáîðå èç îäèííàäöàòè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
ãèðü êàæäàÿ âåñèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî ãðàììîâ. Èçâå-
ñòíî, ÷òî ñóììàðíûé âåñ ëþáûõ ñåìè ãèðü áîëüøå
ñóììàðíîãî âåñà ÷åòûðåõ îñòàâøèõñÿ. Íàéäèòå íàè-
ìåíüøèé âîçìîæíûé ñóììàðíûé âåñ âñåõ ãèðü íàáîðà.

Îòâåò: 109.

Óïîðÿäî÷èì âåñà ãèðü ïî âîçðàñòàíèþ: 1 2a a< <…

11a<… . Ïóñòü 7a x= , òîãäà 6 1a x£ - , 5a ≤  x – 2,...

1, , 6a x£ -… , 8 111, , 4a x a x≥ + ≥ +… . Òàê êàê

1 7 8 9 10 11a a a a a a+ + > + + +… , òî 7x – 21 > 4x + 10,

ò.å. 3x > 31, çíà÷èò, 11x ≥ . Òîãäà 1 7 8a a a+ + > +… …

11 4 11 10 54a+ ≥ ◊ + =… , îòêóäà 1 7 55a a+ + ≥… , è

1 11 55 54 109a a+ + ≥ + =… .
Ñóììàðíûé âåñ 109 ðåàëèçóåòñÿ íà íàáîðå ãèðü {4, 6,
7, 8, 9,10,11,12,13,14,15}.

Î.Ïîäëèïñêèé, È.Áîãäàíîâ

Ì1968. Êàæäóþ âåðøèíó âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà Q îòðàçèëè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî äèàãîíà-
ëè, íå ñîäåðæàùåé ýòó âåðøèíó. Ïîëó÷åííûå òî÷êè
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà Q ¢ .

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
Q – òðàïåöèÿ, òî Q¢
òàêæå ÿâëÿåòñÿ òðà-
ïåöèåé.
á) Äîêàæèòå, ÷òî îò-
íîøåíèå ïëîùàäè Q¢  ê
ïëîùàäè Q ìåíüøå 3.

Ïóñòü ABCD – èñõîä-
íûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, è
ïóñòü ïðè îòðàæåíèè ïî-
ëó÷àþòñÿ òî÷êè ,A′ B′ ,
C¢  è D¢ . Òîãäà îòðåçêè
BD è B D¢ ¢  ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ÀÑ, ïîýòîìó
îíè ðàâíû è ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé ÀÑ, à èìåííî â
òî÷êå Î ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà
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Ë.Åìåëüÿíîâ

M1969. Íà îáîðîòíûõ ñòîðîíàõ 2005 êàðòî÷åê íàïè-
ñàíû ðàçëè÷íûå ÷èñëà (íà êàæäîé ïî îäíîìó). Çà îäèí
âîïðîñ ðàçðåøàåòñÿ óêàçàòü íà ëþáûå òðè êàðòî÷êè
è óçíàòü ìíîæåñòâî ÷èñåë, íàïèñàííûõ íà íèõ. Çà
êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âîïðîñîâ ìîæíî óçíàòü, êà-
êèå ÷èñëà çàïèñàíû íà êàæäîé êàðòî÷êå?

Îòâåò: çà 1003 âîïðîñà.
Ïóñòü áûëî çàäàíî N âîïðîñîâ. ßñíî, ÷òî êàæäàÿ
êàðòî÷êà ó÷àñòâóåò õîòÿ áû â îäíîì âîïðîñå, èíà÷å
÷èñëî íà íåé ìû íå îïðåäåëèì. Ïóñòü åñòü k êàðòî÷åê,
ó÷àñòâóþùèõ ðîâíî â îäíîì âîïðîñå. Òîãäà â îäíîì
âîïðîñå íå ìîæåò âñòðåòèòüñÿ äâóõ òàêèõ êàðòî÷åê.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû äâå òàêèå êàðòî÷êè ó÷àñòâîâà-
ëè â îäíîì âîïðîñå, òî, ïîìåíÿâ ìåñòàìè ÷èñëà íà ýòèõ
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êàðòî÷êàõ, ìû íå èçìåíèì îòâåòîâ íà âîïðîñû; ïîýòîìó
íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü, êàêîå ÷èñëî íà êîòîðîé èç íèõ
íàïèñàíî. Ñëåäîâàòåëüíî, k N£ . Îñòàëüíûå êàðòî÷-
êè ó÷àñòâîâàëè õîòÿ áû â äâóõ âîïðîñàõ. Òåïåðü,
ïðîñóììèðîâàâ äëÿ êàæäîé êàðòî÷êè êîëè÷åñòâî âîï-
ðîñîâ, â êîòîðûõ îíà ó÷àñòâîâàëà, ïîëó÷èì óòðîåííîå
êîëè÷åñòâî âîïðîñîâ. Ïîýòîìó ( )3 2 2005N k k≥ + - =

4010 4010k N= - ≥ - , îòêóäà 2 2005N ≥ , 1003N ≥ .
Ïðèâåäåì ñïîñîá óçíàòü ÷èñëà çà 1003 âîïðîñà. Îòëî-
æèì îäíó êàðòî÷êó, à îñòàëüíûå ðàçîáüåì íà 334
ãðóïïû ïî 6 êàðòî÷åê. Â êàæäîé ãðóïïå çàíóìåðóåì
êàðòî÷êè ÷èñëàìè îò 1 äî 6 è çàäàäèì òðè âîïðîñà:

( )1, 2, 3 , ( )3, 4, 5  è ( )5, 6, 1 . Òîãäà ÷èñëà íà êàðòî÷êàõ

1, 3, 5 âñòðå÷àþòñÿ â äâóõ îòâåòàõ (äëÿ ðàçíûõ
êàðòî÷åê – â ðàçíûõ ïàðàõ) è ïîýòîìó îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ, à ÷èñëà íà êàðòî÷êàõ 2, 4, 6 – îñòàâøè-

åñÿ ÷èñëà â êàæäîì èç îòâåòîâ. Òàê çà 
2004

3 1002
6

¥ =

âîïðîñà ìû óçíàåì ÷èñëà íà 2004 êàðòî÷êàõ. Îñòàëîñü
ñïðîñèòü ïðî îòëîæåííóþ êàðòî÷êó âìåñòå ñ ëþáûìè
äâóìÿ óæå èçâåñòíûìè.

È.Áîãäàíîâ

Ì1970. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí
( )f x , ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n óðàâ-

íåíèå  ( )( )( )
n !=ƒ

f f f x 0=…
�������

  èìååò  ðîâíî  2n  ðàçëè÷íûõ

äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé?

Îòâåò: ñóùåñòâóåò.
Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî òðåõ÷ëåí ( ) 22 1f x x= -  óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèþ.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ( ) ( )1

f x f x= , ( ) ( )( )1n n
f x f f x

+

= .
Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

åñëè –1 < ñ < 1, òî

óðàâíåíèå ( )nf x c=

èìååò ðîâíî 2n  êîðíåé

íà èíòåðâàëå ( )1;1- .

Áàçà (n = 1) ÿñíà èç
ðàññìîòðåíèÿ ãðàôèêà
(ñì. ðèñóíîê).
Ïóñòü óòâåðæäåíèå äî-
êàçàíî äëÿ n = k, äîêà-
æåì åãî äëÿ n = k + 1.

Óðàâíåíèå ( )1kf x c
+

= ,

ãäå –1 < ñ < 1, ðàâíî-

ñèëüíî óðàâíåíèþ

( )( )k
f f x c= , êîòîðîå, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî ñîâîêóï-

íîñòè óðàâíåíèé ( )
k
f x α= , ( )

k
f x β= , ãäå 1 1α- < <  è

1 1β- < <  – êîðíè óðàâíåíèÿ ( )f x c= . Êàæäîå èç ýòèõ

óðàâíåíèé èìååò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ðîâíî

2
k  êîðíåé èç èíòåðâàëà ( )1;1- . Ýòè ãðóïïû êîðíåé íå

ïåðåñåêàþòñÿ, òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé ( )
k
f x α= ,

( )kf x β=  íåñîâìåñòíà. Çíà÷èò, óðàâíåíèå ( )1kf x c
+

=

èìååò ðîâíî 1
2 2 2

k k k++ =  êîðíåé èç èíòåðâàëà ( )1;1- ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ( )

n
f x

ðàâíà 2
n

, ñëåäîâàòåëüíî, îí èìååò íå áîëåå 2
n

 êîðíåé.

Íî ïî äîêàçàííîìó âûøå ( )nf x  èìååò íå ìåíåå 2
n

êîðíåé, ò.å. èìååò ðîâíî 2n  êîðíåé.
Ñ.Äîðè÷åíêî

M1971. B òàáëèöå 2 n¥  ðàññòàâëåíû ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà òàê, ÷òî â êàæäîì èç ï ñòîëáöîâ ñóììà äâóõ
÷èñåë ðàâíà 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âû÷åðêíóòü ïî
îäíîìó ÷èñëó â êàæäîì ñòîëáöå òàê, ÷òîáû â êàæäîé
ñòðîêå ñóììà îñòàâøèõñÿ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèëà
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.
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Å.Êóëèêîâ

Ì1972. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî áåñêîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî L ïðÿìûõ, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ïàðàë-
ëåëüíû. Èçâåñòíî, ÷òî êàê áû íè ðàñïîëîæèòü íà
ïëîñêîñòè êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1, îí áóäåò ïåðåñå-
êàòüñÿ õîòÿ áû ñ îäíîé ïðÿìîé ìíîæåñòâà L. Äîêà-
æèòå, ÷òî íàéäåòñÿ êâàäðàò ñî ñòîðîíîé à) 0,8; á)
0,75, êîòîðûé ïåðåñåêàåòñÿ íå ìåíåå ÷åì ñ òðåìÿ
ïðÿìûìè ìíîæåñòâà L.

Äîêàæåì ñðàçó áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå ïóíêòà á).
Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî

;0
2

πϕ Ê ˆŒÁ ˜Ë ¯
 íàéäóòñÿ

äâå ïðÿìûå ìíîæåñòâà
L, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîä
óãëîì, ìåíüøèì ϕ .
Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå – ïóñòü
ëþáîé óãîë ìåæäó ïà-
ðîé ïðÿìûõ áîëüøå íå-
êîòîðîãî 0ϕ > . Ïåðå-
íåñåì ïðÿìûå ïàðàë- Ðèñ.1



ëåëüíî òàê, ÷òîáû îíè ïðîõîäèëè ÷åðåç îäíó òî÷êó S.
Âñå ïîëó÷åííûå ïðÿìûå ðàçëè÷íû, òàê êàê â L íåò
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ïîñòðîèì äëÿ êàæäîé ïðÿìîé
l ïàðó âåðòèêàëüíûõ óãëîâ âåëè÷èíîé ϕ  ñ âåðøèíîé â
S, äëÿ êîòîðûõ l ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé (ðèñ.1). Ïîñò-
ðîåííûå óãëû íå äîëæíû ïåðåêðûâàòüñÿ (èíà÷å óãîë
ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðÿìûìè ìåíüøå ϕ ), çíà-
÷èò, èõ êîëè÷åñòâî íå áîëüøå 2π ϕ , ò.å. êîíå÷íî –
ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.
Îáîçíà÷èì çà d äëèíó äèàãîíàëè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé
0,75. Çàìåòèì, ÷òî 0,75 2 1d = > .
Ñîãëàñíî ëåììå, âûáåðåì ïðÿìûå 1l  è 2l  èç L, ïåðåñå-
êàþùèåñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå Î ïîä òàêèì óãëîì α , ÷òî

1
0 tg

2 2

dα -
< < . Îòëîæèì íà

ëó÷àõ ïðÿìûõ 1l  è 2l , îáðàçó-
þùèõ óãîë α , îòðåçêè ÎÀ,
ÎÌ è OB, ON òàê, ÷òî ÎÀ =
= ÎB, ÎÌ = ON, ÀÂ = d,
MN = 1 (ðèñ.2).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ¢  è N ¢
ïðîåêöèè òî÷åê Ì è N íà ÀÂ.
Çàìåòèì, ÷òî

2

AB M N
AM BN

- ¢ ¢
= = =¢ ¢

= 
1

2 2

AB MN d- -
= ,

îòêóäà 1

tg
2

AM
MM α

¢
= >¢ . Òðåóãîëüíèê ÎÀÂ ïîêðûâà-

åò ïðÿìîóãîëüíèê MNN M¢ ¢  ñî ñòîðîíàìè MN = 1 è
1MM >¢ , ïîýòîìó ñòðîãî âíóòðè òðåóãîëüíèêà ÎÀÂ

ìîæíî ðàñïîëîæèòü åäèíè÷íûé êâàäðàò, ïåðåñåêàå-
ìûé íåêîòîðîé ïðÿìîé 3l  ìíîæåñòâà L ( 3l  îòëè÷íà îò

1l , 2l ). Èòàê, âíóòðè òðåóãîëüíèêà ÎÀÂ åñòü òî÷êà Z,
ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé 3l .
Ïðîâåäåì ÷åðåç Z ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ÀÂ; îíà
ïåðåñå÷åò ñòîðîíû ÎÀ è ÎB â òî÷êàõ X è Y. Äëèíà
îòðåçêà XY ìåíüøå ÀÂ = d. Ðàñïîëîæèì êâàäðàò ñî
ñòîðîíîé 0,75 òàê, ÷òîáû åãî äèàãîíàëü ïîêðûâàëà
îòðåçîê XY. Ýòîò êâàäðàò èñêîìûé, ïîñêîëüêó ñîäåð-

æèò òî÷êè 1X lŒ , 2Y lŒ , 3Z lŒ .
Ñ.Âîë÷¸íêîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ

Ì1973. Â òðåóãîëüíèêå ABC (ÀÂ < ÂÑ) òî÷êà I –
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, Ì – ñåðåäèíà ñòîðîíû
ÀÑ, N – ñåðåäèíà äóãè ABC îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Äîêàæèòå, ÷òî IMA– =
INB= – .

Ïóñòü NP – äèàìåòð îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè (ñì.
ðèñóíîê). Òîãäà NBP– =

90NAP= – = ∞ , òî÷êà Ð –
ñåðåäèíà äóãè ÀÑ, ïîýòîìó

ABP CBP– = – , ò.å. ÂÐ –

áèññåêòðèñà ABC– . Ñëå-

äîâàòåëüíî, I ëåæèò íà ÂÐ.
Äèàìåòð NP ÿâëÿåòñÿ ñå-
ðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿ-

ðîì ê îòðåçêó ÀÑ, ñëåäîâàòåëüíî, NP ïðîõîäèò ÷åðåç
Ì. Òàê êàê AIP–  – âíåøíèé äëÿ AIBΔ , òî

AIP BAI ABI– = – + – =
2 2

BAC ABC– –
+ =

IAC CBP= – + – =  IAC CAP IAP– + – = – .

Ïîëó÷àåì, ÷òî APIΔ  – ðàâíîáåäðåííûé (ÀÐ = IP).
Îòðåçîê AM – âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

NAP, ïîýòîìó 
AP NP

MP AP
=  è 

IP NP

MP IP
= . Èç ïîñëåäíå-

ãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ PMI  è

PIN, îòêóäà ïîëó÷àåì PMI PIN– = – .

Íî 90IMA PMI– = – - ∞ , à èç ïðÿìîóãîëüíîãî BNIΔ
ñëåäóåò 90INB PIN IBN PIN– = – - – = – - ∞ .

À.Áàäçÿí

Ì1974. Íà áåñêîíå÷íîì áåëîì ëèñòå êëåò÷àòîé áó-
ìàãè êîíå÷íîå ÷èñëî êëåòîê îêðàøåíî â ÷åðíûé öâåò
òàê, ÷òî ó êàæäîé ÷åðíîé êëåòêè ÷åòíîå ÷èñëî (0, 2
èëè 4) áåëûõ êëåòîê, ñîñåäíèõ ñ íåé ïî ñòîðîíå.
Äîêàæèòå, ÷òî êàæäóþ áåëóþ êëåòêó ìîæíî ïîêðà-
ñèòü â êðàñíûé èëè çåëåíûé öâåò òàê, ÷òîáû ó
êàæäîé ÷åðíîé êëåòêè ñòàëî ïîðîâíó êðàñíûõ è
çåëåíûõ êëåòîê, ñîñåäíèõ ñ íåé ïî ñòîðîíå.

Ââåäåì êîîðäèíàòû òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî öåíòðîâ
êëåòîê ñîâïàäàëî ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê, èìåþùèõ öåëûå
êîîðäèíàòû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îêðàøåíû íå êëåòêè,
à öåëî÷èñëåííûå òî÷êè. Ñîåäèíèì ïàðû ñîñåäíèõ ÷åð-
íûõ òî÷åê îòðåçêàìè åäèíè÷íîé äëèíû. Ïî óñëîâèþ, èç
êàæäîé ÷åðíîé òî÷êè âûõîäèò ÷åòíîå ÷èñëî îòðåçêîâ.
Èäåÿ ðàñêðàñêè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ïðîâåäåííûõ îòðåçêîâ ðàçáèâàåò
ïëîñêîñòü íà îáëàñòè, êîòîðûå ìîæíî ïîêðàñèòü â äâà
öâåòà – æåëòûé è ñèíèé
– òàê, ÷òîáû îáëàñòè,
ãðàíè÷àùèå ïî îòðåçêó,
èìåëè ðàçíûå öâåòà.
Äàëåå, ïîêðàñèì çåëå-
íûì â ñèíèõ îáëàñòÿõ
òî÷êè ñ ÷åòíîé àáñöèñ-
ñîé, à â æåëòûõ – ñ
íå÷åòíîé àáñöèññîé. Îñ-
òàëüíûå êëåòêè ïîêðà-
ñèì êðàñíûì (ðèñ. 1).
Ïðîâåäåì ôîðìàëüíûå
ðàññóæäåíèÿ. Âíà÷àëå
îêðàñèì âñå áåëûå òî÷êè «â ïîëîñêó», ò.å. òàê, ÷òîáû
çåëåíûå òî÷êè èìåëè íå÷åòíóþ àáñöèññó, à êðàñíûå –
÷åòíóþ.
Íà÷íåì äâèæåíèå ïî îòðåçêàì èç êàêîé-òî ÷åðíîé
òî÷êè 1A , ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷åðíûõ òî÷åê 1 2 3, , , ,A A A …  â êîòîðîé êàæäàÿ òî÷êà
ñîåäèíåíà îòðåçêîì ñî ñëåäóþùåé. Âîéäÿ â ÷åðíóþ
òî÷êó ïî íåêîòîðîìó îòðåçêó, ìû ñìîæåì âûéòè ïî
äðóãîìó îòðåçêó (ïîñêîëüêó ÷èñëî âûõîäÿùèõ èç òî÷-
êè îòðåçêîâ ÷åòíî), ïîêà â ïåðâûé ðàç íå ïîïàäåì â
âåðøèíó 

n
A , â êîòîðîé óæå ðàíüøå ïîáûâàëè (ò.å.

n k
A A=  äëÿ íåêîòîðîãî k < ï). Òåì ñàìûì, íàéäåí

öèêë 1 2k k k n
A A A A

+ +

…  èç îòðåçêîâ, êîòîðûé îãðàíè÷è-

Ðèñ.2

Ðèñ.1
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âàåò íà ïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíèê X. Èçìåíèì öâåò ó
âñåõ êðàñíûõ è çåëåíûõ òî÷åê, ëåæàùèõ âíóòðè X, à
îòðåçêè 1 1 2 1, , ,

k k k k n n
A A A A A A

+ + + -

…  ñîòðåì. Â îñòàâ-
øåéñÿ ñèñòåìå îòðåçêîâ èç êàæäîé ÷åðíîé òî÷êè òàêæå
âûõîäèò ÷åòíîå ÷èñëî îòðåçêîâ, ïîýòîìó ñíîâà íàéäåì
öèêë, îãðàíè÷èâàþùèé ìíîãîóãîëüíèê, ïðîèçâåäåì
ïåðåêðàøèâàíèå âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà è ñîòðåì îò-
ðåçêè, îãðàíè÷èâàþùèå ìíîãîóãîëüíèê. Äåéñòâóåì òàê
äî òåõ ïîð, ïîêà âñå îòðåçêè íå áóäóò ñòåðòû (øàãè
ïåðåêðàøèâàíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 2).
Äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ â êîíöå ðàñêðàñêà óäîâëåò-
âîðÿåò óñëîâèþ.
Åñëè ó ÷åðíîé òî÷êè Ð ÷åòûðå áåëûõ ñîñåäà, òî ïðè
êàæäîì ïåðåêðàøèâàíèè îíè íàõîäèëèñü ëèáî âñå
âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà, ëèáî âñå – âíå, à çíà÷èò,
ïåðåêðàøèâàëèñü îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç. Òîãäà ó Ð ïî
äâà êðàñíûõ è çåëåíûõ ñîñåäà, ïîñêîëüêó òàê áûëî â
íà÷àëüíîé ðàñêðàñêå.
Ïóñòü ó ÷åðíîé òî÷êè Ð äâà áåëûõ ñîñåäà K è L è äâà
÷åðíûõ ñîñåäà Ì è N.
Ïåðâûé ñëó÷àé: åñëè K è L – ñîñåäè ïî äèàãîíàëè
(ðèñ.3), òî ïðè êàæäîì ïåðåêðàøèâàíèè îòðåçîê KL

íàõîäèòñÿ ëèáî âåñü âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà, ëèáî âåñü
– âíå. Ïîýòîìó K è L ïåðåêðàøèâàëèñü îäèíàêîâîå
÷èñëî ðàç, è çíà÷èò, îäíà èç íèõ çåëåíàÿ, äðóãàÿ –
êðàñíàÿ, êàê ýòî áûëî âíà÷àëå.
Âòîðîé ñëó÷àé: åñëè K è L ëåæàò â îäíîé ãîðèçîíòàëè
èëè â îäíîé âåðòèêàëè (ðèñ.4), òî ïðè ïåðåêðàøèâàíèè
âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà, ãðàíèöà êîòîðîãî ñîäåðæèò
ïóòü MPN, îäíà èç òî÷åê K, L ëåæèò âíóòðè, à äðóãàÿ
– âíå ìíîãîóãîëüíèêà. Ïðè ëþáîì äðóãîì ïåðåêðàøè-
âàíèè îòðåçîê KL íàõîäèòñÿ ëèáî âåñü âíóòðè ìíîãî-
óãîëüíèêà, ëèáî âåñü – âíå. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ïåðå-
êðàøèâàíèé òî÷åê K è L îòëè÷àåòñÿ íà 1. Òàê êàê â
íà÷àëüíîé ðàñêðàñêå K è L îäíîöâåòíû, òî â êîíå÷íîé
– ðàçíîöâåòíû.

Ï.Êîæåâíèêîâ

M1975. à) Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 100 ïðåäñòàâèòå-
ëåé 50 ñòðàí, ïî äâîå îò êàæäîé ñòðàíû. Äîêàæèòå,
÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû â êàæäîé ãðóïïå áûëî ïî îäíîìó
ïðåäñòàâèòåëþ îò êàæäîé ñòðàíû è
êàæäûé ÷åëîâåê íàõîäèëñÿ â îäíîé
ãðóïïå íå áîëåå ÷åì ñ îäíèì ñâîèì
ñîñåäîì.
á*) Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 100
ïðåäñòàâèòåëåé 25 ñòðàí, ïî 4 ïðåä-
ñòàâèòåëÿ îò êàæäîé. Äîêàæèòå, ÷òî
èõ ìîæíî ðàçáèòü íà 4 ãðóïïû òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîé ãðóïïå áûëî
ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ îò êàæäîé

ñòðàíû è íèêàêèå äâîå èç îäíîé ãðóïïû íå ñèäåëè çà
ñòîëîì ðÿäîì.

Ëåììà. Ïóñòü ñðåäè 2n ÷åëîâåê – ïðåäñòàâèòåëåé n
ñòðàí, ïî äâîå îò ñòðàíû – ó êàæäîãî ÷åëîâåêà íå áîëåå
îäíîãî çíàêîìîãî. Òîãäà âñåõ ëþäåé ìîæíî òàê ðàçáèòü
íà äâå ãðóïïû, ÷òîáû â êàæäîé èç ãðóïï íå áûëî
çíàêîìûõ è áûëî ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ îò êàæäîé
ñòðàíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè åñòü ëþäè, êîòîðûå íè ñ êåì íå
çíàêîìû, òî ðàçîáüåì èõ íà ïàðû (èõ ÷åòíîå ÷èñëî,
ïîñêîëüêó âñå îñòàëüíûå ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû çíàêî-
ìûõ) è ïîçíàêîìèì ëþäåé â êàæäîé ïàðå. Èòàê, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ó êàæäîãî ÷åëîâåêà ðîâíî îäèí çíàêîìûé.
Âûáåðåì ëþáîãî ïðåäñòàâèòåëÿ À ñòðàíû i è ïîìåñòèì
åãî â ïåðâóþ ãðóïïó, âòîðîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ýòîé æå
ñòðàíû ïîìåñòèì âî âòîðóþ ãðóïïó, åãî çíàêîìîãî –
ïðåäñòàâèòåëÿ, ñêàæåì, j-é ñòðàíû – ïîìåñòèì ñíîâà â
ïåðâóþ ãðóïïó, âòîðîãî ïðåäñòàâèòåëÿ j-é ñòðàíû – âî
âòîðóþ è òàê äàëåå. Ýòîò ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ, êîãäà
î÷åðåäíîé çíàêîìûé óæå ðàñïðåäåëåí; ýòî âîçìîæíî,
òîëüêî åñëè ýòîò çíàêîìûé – èçíà÷àëüíûé ïðåäñòàâè-
òåëü À ñòðàíû i, òîãäà îí ïîìåùåí â ïåðâóþ ãðóïïó, ÷òî
è òðåáîâàëîñü.
Åñëè åùå îñòàëèñü ëþäè, íå ðàñïðåäåëåííûå ïî ãðóï-
ïàì, ïîâòîðèì ïðîöåññ è òàê äàëåå. Ëåììà äîêàçàíà.
à) Ðàçîáüåì âñåõ ñèäÿùèõ çà ñòîëîì íà 50 ïàð ñîñåäåé
è îáúÿâèì ëþäåé â êàæäîé ïàðå çíàêîìûìè. Ïðèìåíÿÿ
ëåììó, ïîëó÷àåì íóæíîå ðàçáèåíèå íà ãðóïïû.
á) Ïóñòü êàæäàÿ èç 25 ñòðàí ñîñòîèò èç äâóõ ðåñïóáëèê.
Ïîëîæèì, ñðåäè ÷åòûðåõ ïðåäñòàâèòåëåé êàæäîé ñòðà-
íû äâîå èç îäíîé ðåñïóáëèêè è äâîå èç äðóãîé. Ðàçîáüåì
âñåõ ñèäÿùèõ çà ñòîëîì íà 50 ïàð ñîñåäåé è îáúÿâèì
ëþäåé èç îäíîé ïàðû äðóçüÿìè; ñîñåäåé, íå ÿâëÿþùèõ-
ñÿ äðóçüÿìè, îáúÿâèì çíàêîìûìè (òàêèì îáðàçîì, ó
êàæäîãî äâà ñîñåäà – îäèí äðóã è îäèí çíàêîìûé).
Òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììó (äëÿ ðåñïóáëèê è äðóçåé),
ðàçîáüåì âñåõ ëþäåé íà äâå ãðóïïû ïî 50 ÷åëîâåê òàê,
÷òî â êàæäîé èç ãðóïï íåò ïàð äðóçåé è åñòü ïî îäíîìó
ïðåäñòàâèòåëþ îò êàæäîé èç 50 ðåñïóáëèê (ò.å. ïî äâîå
îò ñòðàíû). Ñíîâà ïðèìåíèâ ëåììó, ðàçîáüåì êàæäóþ
èç äâóõ ãðóïï ïî 50 ÷åëîâåê íà äâå ãðóïïû ïî 25 ÷åëîâåê
òàê, ÷òî â êàæäîé èç ãðóïï íåò ïàð çíàêîìûõ è åñòü ïî
îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ îò êàæäîé ñòðàíû.

Ñ.Áåðëîâ

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Ô1983. Â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1, âñå
ãðóçû îäèíàêîâûå, áëîêè èìåþò ïðåíåáðåæèìî ìàëûå
ìàññû, íèòè î÷åíü ëåãêèå è íåðàñòÿæèìûå. Â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò ãðóçû óäåðæèâàþò òàê, ÷òî íèòè íàòÿ-
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Èòàê, òåìïåðàòóðà ãàçà óâåëè÷èëàñü ïðèìåðíî íà
7,5 Ê. Òî÷íîå ðåøåíèå äàåò «äîáàâêó» ïðèáëèçèòåëüíî
0,15 Ê.

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô1985. Áàòàðåéêó íàïðÿæåíèåì U = 6 Â ñ ìàëûì
âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì ïîäêëþ÷àþò ê öåïè,
èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1. Êîíäåíñàòîðû èìåþò
îäèíàêîâûå åìêîñòè
Ñ = 100 ìêÔ, ðåçèñ-
òîðû òàêæå îäèíàêî-
âûå, ñîïðîòèâëåíèåì
R = 10 êÎì êàæäûé.
Êàêîé ïîëíûé çàðÿä
ïðîòå÷åò ÷åðåç «ãîðè-
çîíòàëüíûé» ðåçèñ-
òîð? Êàêîå êîëè÷åñòâî
òåïëîòû â íåì âûäå-
ëèòñÿ?

Íàéäåì ïîòåíöèàë òî÷êè ñîåäèíåíèÿ êîíäåíñàòîðîâ 1ϕ
êàê ôóíêöèþ çàðÿäà q, ïðîòåêøåãî ÷åðåç «ãîðèçîí-
òàëüíûé» ðåçèñòîð (ðèñ.2):

( )1 1C C U qϕ ϕ+ - = - ,

îòêóäà

1
2 2

U q

C
ϕ = - .

Òåïåðü íàéäåì ïîòåíöèàë òî÷êè ñîåäèíåíèÿ âñåõ ðåçè-

ñòîðîâ 2ϕ  â òîò æå ìîìåíò (ðèñ.3):

1 2 2 2

0,5

U

R R R

ϕ ϕ ϕ ϕ- -
+ = ,

îòêóäà

2 1

1 1

4 4
Uϕ ϕ= + .

Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ðàâíà

1 2 1

3 1 1 3

4 4 8 8

q
U U

C
Δϕ ϕ ϕ ϕ= - = - = - .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ óïàëà äî
íóëÿ, ÷åðåç «ãîðèçîíòàëüíûé» ðåçèñòîð äîëæåí ïðî-
òå÷ü çàðÿä

4
2 10  jë

3

CU
Q -

= = ◊ .

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Ðèñ. 1

íóòû, à ïðè èõ îò-
ïóñêàíèè äâèæåíèå
íà÷èíàåòñÿ áåç ðûâ-
êîâ. Íàéäèòå óñêî-
ðåíèÿ áëîêîâ. Ñâî-
áîäíûå êóñêè íèòåé
âåðòèêàëüíû.

Îáîçíà÷èì ñèëó íà-
òÿæåíèÿ íèòè â òî÷-
êå À áóêâîé Ò, ïîñëå
ýòîãî ìîæíî ñðàçó
«íàðèñîâàòü» îñòàëü-
íûå ñèëû íàòÿæåíèÿ
íèòåé (ðèñ.2). Âèä-
íî, ÷òî ãðóç Ì íà-
âåðõó ñëåâà è ãðóç Ì
ñïðàâà äâèãàþòñÿ
ïîä äåéñòâèåì îäè-
íàêîâûõ ñèë, çíà÷èò,
ó íèõ áóäóò îäèíà-
êîâûå óñêîðåíèÿ –

îáîçíà÷èì èõ áóêâîé à. Ñðàçó ÿñíî, ÷òî «ñðåäíèé»
áëîê èìååò íóëåâîå óñêîðåíèå – åñëè ãðóçû Ì ñäâèíóòü
âíèç íà îäèíàêîâûå ðàññòîÿíèÿ, òî ýòîò áëîê äîëæåí
áóäåò îñòàòüñÿ íà ìåñòå. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî óñêîðå-
íèå íèæíåãî áëîêà è ãðóçà 4Ì, ïðèâÿçàííîãî ê íåìó,
ðàâíî 0,5à.
Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè äëÿ ëþáî-
ãî èç ãðóçîâ Ì è äëÿ íèæíåãî ãðóçà îáùåé ìàññîé 4Ì:

T Mg Ma+ = , 4 4 4 0,5Mg T M a- = ◊ .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

4

3
a g=  è 

3

Mg
T =

(ìû ïðîâåðÿåì, íàòÿíóòû ëè êóñêè íèòè: åñëè ñèñòåìà
óñòðîåíà òàê, ÷òî íèòü îêàæåòñÿ íå íàòÿíóòîé, íàøè
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óñêîðåíèÿìè òåë ñèñòåìû îêàæóò-
ñÿ íåâåðíûìè).
Èòàê, äâà áëîêà íåïîäâèæíû, à óñêîðåíèå íèæíåãî

áëîêà ðàâíî 
2

3
g .

À.Áëîêîâ

Ô1984. Ìîëü ãåëèÿ íàõîäèòñÿ â ñîñóäå îáúåìîì 10 ë
ïðè òåìïåðàòóðå 300 Ê. Îáúåì ãàçà óâåëè÷èâàþò,
ïðè ýòîì òåïëîåìêîñòü åãî âî âñåì ïðîöåññå ðàâíà
Ñ = 1000 Äæ/Ê (è îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé!). Îöåíèòå
èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ãàçà ïðè åãî ðàñøèðåíèè â
20 ðàç.

Òåïëîåìêîñòü ( )1000 d› ì%ëü jC = ◊  – î÷åíü áîëü-

øàÿ, ïîýòîìó òåìïåðàòóðà ãàçà èçìåíÿåòñÿ â ýòîì
ïðîöåññå ñîâñåì íåìíîãî. Ìîæíî îöåíèòü ðàáîòó ãàçà
ïðèáëèæåííî, ñ÷èòàÿ òåìïåðàòóðó Ò ïîñòîÿííîé:

2

1

ln
V

A RT
V

ν= =

( )1 ì%ëü 8,3 d› ì%ëü j 300 j ln 20= ◊ ◊ ◊ ◊ = 7460 d› .

Òåïåðü ìîæíî íàéòè èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû:

V
C T A C TΔ Δ= + ,

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 19
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Ïîñòðîèì ãðàôèê çàâè-
ñèìîñòè Δϕ  îò q (ðèñ.4).
Ïëîùàäü ïîä ýòèì ãðà-
ôèêîì – ýòî êîëè÷åñòâî
òåïëîòû, âûäåëèâøååñÿ â
ðåçèñòîðå:

2
1

2 8 3 48

U CU CU
W = = =

5
7,5 10  d›

-= ◊ .

À.Çèëüáåðìàí

Ô1986. Êàòóøêà ñîäåðæèò N = 1000 âèòêîâ ïðîâîäà
è íàìîòàíà íà òîðîèäàëüíûé ñåðäå÷íèê, ñäåëàííûé èç
ìàòåðèàëà ñ áîëüøîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ.
Êàòóøêà âêëþ÷åíà â ñåòü ïåðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ
U = 36 Â ïîñëåäîâàòåëüíî ñ ðåçèñòîðîì ñîïðîòèâëå-
íèåì R = 100 Îì. Îò ÷àñòè êàòóøêè (n = 250 âèòêîâ
îò îäíîãî èç êîíöîâ íàìîòêè) ñäåëàí îòâîä, è ýòà
÷àñòü êàòóøêè çàìêíóòà ïðîâîäíèêîì, èìåþùèì
î÷åíü ìàëîå ñîïðîòèâëåíèå. Êàêîé òîê òå÷åò ïî
ýòîìó ïðîâîäíèêó? Ðàññåÿíèåì ìàãíèòíîãî ïîòîêà
ïðåíåáðå÷ü. Ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà, êîòîðûì íàìî-
òàíà êàòóøêà, ñ÷èòàòü ìàëûì.

Íàïðÿæåíèå íà çàìêíóòîé ÷àñòè êàòóøêè ðàâíî íóëþ.
Íî ÷òîáû ÝÄÑ èíäóêöèè áûëà íóëåâîé, íóæíî, ÷òîáû
ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç ýòè âèòêè íå èçìåíÿëñÿ ñî
âðåìåíåì. Äëÿ öåïè ïåðåìåííîãî òîêà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìàãíèòíûé ïîòîê ðàâåí íóëþ. Òàê ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàãíèòíûå ïîëÿ, ñîçäàâàåìûå ÷àñòÿ-
ìè êàòóøêè, êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Äëÿ ýòîãî òîêè
÷àñòåé êàòóøêè äîëæíû òå÷ü íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó è
îòíîñèòüñÿ ïî âåëè÷èíå êàê 1:3 (òîê ìåíüøåé ÷àñòè â
òðè ðàçà áîëüøå). Òîê ÷åðåç «äëèííóþ» ÷àñòü êàòóøêè
îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíåé ÷àñòüþ öåïè, ïîñêîëüêó ÝÄÑ
âñåé êàòóøêè òîæå ðàâíà íóëþ:

0,36 A
U

I
R

= = .

Òîê ÷åðåç çàìûêàþùèé ïðîâîäíèê ñêëàäûâàåòñÿ èç
òîêîâ ÷àñòåé êàòóøêè (îíè òåêóò íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó)
è ðàâåí

C!
3 4 1,44 AI I I I= + = = .

Ìîæíî áûëî è ñðàçó äîãàäàòüñÿ – àâòîòðàíñôîðìàòîð
óìåíüøàåò íàïðÿæåíèå â 4 ðàçà, à òîê ïðè ýòîì â 4 ðàçà
óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1987. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îòðàæåíèÿ ñâåòà îò ïîâåðõ-
íîñòè ëèíçû ïðèìåíÿþò ïðîñâåòëÿþùèé ñëîé èç
ìàòåðèàëà ñ ìåíüøèì êîýôôèöèåíòîì ïðåëîìëåíèÿ,
÷åì ó ñòåêëà ëèíçû. Ðàñ÷åò ýòîãî ñëîÿ îáû÷íî
ïðîèçâîäÿò äëÿ äëèíû âîëíû 0,55 ìêì, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé çåëåíîìó öâåòó. Êàê èçìåíèòñÿ ïðè ýòîì
îòðàæåíèå ñâåòà äëÿ êðàñíîãî è ôèîëåòîâîãî êðàåâ
äèàïàçîíà âèäèìîãî ñâåòà?

Òîëùèíà ïðîñâåòëÿþùåãî ñëîÿ ñîñòàâëÿåò ÷åòâåðòü
äëèíû âîëíû èíòåðåñóþùåãî íàñ çåëåíîãî ñâåòà (óáå-
äèòåñü â ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî). Ïðè ýòîì çàïàçäûâàíèå
«ïðîøåäøåé – îòðàæåííîé – ïðîøåäøåé íàçàä» âîëíû
îòíîñèòåëüíî «ïðîøåäøåé» âîëíû ñîñòàâëÿåò ïîëîâè-
íó äëèíû âîëíû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ ôàçû íà
180∞ , è ïðîèñõîäèò ïî÷òè ïîëíàÿ (íó, ýòî â èäåàëå!)
êîìïåíñàöèÿ îòðàæåííîé âîëíû.
Äëÿ êðàñíîãî (äëèíà âîëíû ïðèìåðíî 0,7 ìêì) è
ôèîëåòîâîãî (ïðèìåðíî 0,4 ìêì) êðàåâ äèàïàçîíà
âèäèìîãî ñâåòà çàïàçäûâàíèå ïîëó÷èòñÿ äðóãèì –
ïðèìåðíî 0,4 äëèíû âîëíû äëÿ êðàñíîãî è 0,7 äëèíû
âîëíû äëÿ ôèîëåòîâîãî. Êîìïåíñàöèè íå ïîëó÷èòñÿ –
äëÿ ôèîëåòîâîãî ñâåòà îòðàæåíèå îñòàíåòñÿ ïî÷òè
ïðåæíèì, äëÿ êðàñíîãî îíî óìåíüøèòñÿ, íî íåìíîãî.
Â ðåçóëüòàòå äëÿ «ãëàâíîãî» ó÷àñòêà ñïåêòðà îòðàæå-
íèå ñâåòà ñòàíåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì áåç ïðîñâåò-
ëåíèÿ. À ýòî äëÿ öâåòíîé ôîòîãðàôèè, íàïðèìåð,
âåñüìà âàæíî.

À.Ñâåòîâ

Ðèñ. 4

Èíôîðìàöèþ î æóðíàëå «Êâàíò» è
íåêîòîðûå ìàòåðèàëû èç æóðíàëà ìîæíî íàéòè
â ÈÍÒÅÐÍÅÒÅ ïî àäðåñàì:

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà «Êâàíò»

kvant.info

Ìîñêîâñêèé öåíòð íåïðåðûâíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ

kvant. mccme.ru
Ìîñêîâñêèé äåòñêèé êëóá «Êîìïüþòåð»
math.child.ru
Êîñòðîìñêîé öåíòð äîïîëíèòåëüíîãî

îáðàçîâàíèÿ «Ýâðèêà»
ceemat.ru

Åñëè âû èíòåðåñóåòåñü ìàòåìàòèêîé è ôèçè-
êîé, ëþáèòå ðåøàòü çàäà÷è, õîòèòå óãëóáèòü
âàøè çíàíèÿ èëè ðàñøèðèòü èõ, òî âàøèì äðó-
ãîì è ïîìîùíèêîì ìîæåò ñòàòü æóðíàë «ÊÂÀÍÒ».

Íàø æóðíàë ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî ïî ïîä-
ïèñêå. Ðàç â äâà ìåñÿöà âûõîäèò î÷åðåäíîé
íîìåð æóðíàëà è ïðèëîæåíèå ê íåìó.

Ïîäïèñàòüñÿ íà «ÊÂÀÍÒ» ìîæíî ñ ëþáîãî
íîìåðà â ëþáîì ïî÷òîâîì îòäåëåíèè ñâÿçè.
Ïîäïèñíîé èíäåêñ â êàòàëîãå àãåíòñòâà «Ðîñïå-
÷àòü» 70465.

Âíèìàíèþ íàøèõ ÷èòàòåëåé!
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Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8
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1. À: – Òû ëæåö.
 Á: – ×òî âåðíî, òî âåðíî.
 Êòî åñòü êòî?

À.Çàñëàâñêèé

2. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ÷èñåë a + b, a – b, ab è 
a

b
 òðè

÷èñëà ðàâíû, à ÷åòâåðòîå îòëè÷íî îò íèõ. Êàêèå çíà÷å-
íèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü ÷èñëà à è b?

Á.Ôðåíêèí

3. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàëè ÷åòûðå ðàâíûõ òðåó-
ãîëüíèêà òàê, ÷òî ëþáûå äâà èìåþò ðîâíî äâå îáùèå
âåðøèíû. Âåðíî ëè, ÷òî âñå îíè èìåþò îáùóþ âåð-
øèíó?

Â.Ãóðîâèö

4. Â áåñêîíå÷íîì ãîðîäå âñå êâàðòàëû – êâàäðàòû
îäíîãî ðàçìåðà. Âåëîñèïåäèñò ñòàðòîâàë ñ ïåðåêðåñò-
êà. ×åðåç ïîëìèíóòû çà íèì ïîåõàë äðóãîé âåëîñèïå-
äèñò. Êàæäûé åäåò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 1 êâàðòàë â
ìèíóòó è íà êàæäîì ïåðåêðåñòêå ïîâîðà÷èâàåò ëèáî
íàïðàâî, ëèáî íàëåâî. Ìîãóò ëè âåëîñèïåäèñòû âñòðå-
òèòüñÿ?

Ì.Âåëüòèùåâ, Ï.Êóïöîâ

5. Äâà ìàòåìàòèêà åõàëè â òðàìâàå. Îäèí ïîñòîÿííî
ñìîòðåë â îêíî, äðóãîé äðåìàë. Ïðè î÷åðåäíîé îñòà-
íîâêå ó ñâåòîôîðà ñìîòðåâøèé â îêíî âîñêëèêíóë:

– Óäèâèòåëüíîå ñîâïàäåíèå!
– ×òî òàêîå? – ïðîñíóëñÿ âòîðîé.
– Ïðåäñòàâëÿåøü, ñêëàäûâàë ÿ íåäàâíî äâà íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñëà. Åñëè áû ÿ ñäåëàë âñå ïðàâèëüíî, òî
ñóììà áûëà áû ðàâíà íîìåðó âîí òîãî «Ìåðñåäåñà».
Íî ÿ ïî÷åìó-òî â ïåðâîì ñëàãàåìîì ðàñïîëîæèë
öèôðû â îáðàòíîì ïîðÿäêå, à ó âòîðîãî âîîáùå
ïðîïóñòèë îäíó öèôðó, è ïîòîìó ñóììà îêàçàëàñü
ðàâíîé íîìåðó âîí òåõ «Æèãóëåé». Òàê âîò ñêàæè:
ñìîæåøü ëè òû îïðåäåëèòü, êàêóþ öèôðó ÿ ïðîïóñòèë?

– Íåò, – ïîðàçìûñëèâ, îòâåòèë âòîðîé. – Ýòèõ
äàííûõ íåäîñòàòî÷íî.

– Õîðîøî, äîáàâëþ: ïðîïóùåííàÿ öèôðà ðàâíà
íîìåðó äîìà, ìèìî êîòîðîãî ìû ïðîåõàëè ïîë÷àñà
íàçàä.

– Íó, òîãäà ÿ ìîãó íàçâàòü ýòó öèôðó.
Íàçîâèòå è âû.

È.Àêóëè÷



Ê Â À Í T · 2 0 0 6 / ¹ 222

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï êîíêóðñà

èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

«Ìàòåìàòèêà 6–8»
Ðåêîðäíîå êîëè÷åñòâî ó÷àñòíèêîâ, ïðèåõàâøèõ íà îäèí-

íàäöàòûé òóðíèð çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà ñîðåâíîâàíèé
êîíêóðñà èìåíè À.Ï.Ñàâèíà, ïðèíÿë â êîíöå èþíÿ 2005
ãîäà ïàíñèîíàò «Áåðåíäååâû Ïîëÿíû» â îêðåñòíîñòÿõ
ãîðîäà Ñóäèñëàâëÿ (Êîñòðîìñêàÿ îáëàñòü). Äâàäöàòü
øåñòü êîìàíä øêîëüíèêîâ 6–9 êëàññîâ èç Êîñòðîìû,
Ìàãíèòîãîðñêà, Ìîñêâû, Îìñêà, Ïåðìè, Ñíåæèíñêà, Òðî-
èöêà, Õàðüêîâà íà ïðîòÿæåíèè îäíîé íåäåëè âåëè óñ-
ïåøíûå ñðàæåíèÿ ñ òðóäíûìè, íî èíòåðåñíûìè çàäà-
÷àìè.

Â îðãàíèçàöèè ýòîãî ìåðîïðèÿòèÿ, êðîìå æóðíàëà
«Êâàíò», ïðèíÿëè ó÷àñòèå Ìîñêîâñêèé ãîðîäñêîé äâî-
ðåö äåòñêîãî (þíîøåñêîãî) òâîð÷åñòâà (ïðåäñåäàòåëü
îðãêîìèòåòà òóðíèðà Ã.Êîíäàêîâ), Äåïàðòàìåíò îáùåãî
è ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ àäìèíèñòðàöèè Êî-
ñòðîìñêîé îáëàñòè, Êîñòðîìñêîé öåíòð äîïîëíèòåëüíî-
ãî îáðàçîâàíèÿ îäàðåííûõ øêîëüíèêîâ, Ôåäåðàöèÿ
ïðîôñîþçîâ Êîñòðîìñêîé îáëàñòè, Ôîíä ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî îáðàçîâàíèÿ è ïðîñâåùåíèÿ. Ñîäåéñòâèå òóðíèðó
îêàçàëè òàêæå êîìïàíèÿ «ßíäåêñ» è Êëóá æåí ïîëèòè-
êîâ «Ïîäðóãè».

Êàê è ðàíåå íà ïîäîáíûõ òóðíèðàõ, øêîëüíèêàì ïðåä-
ëàãàëèñü ïðåèìóùåñòâåííî îðèãèíàëüíûå çàäà÷è, ñïå-
öèàëüíî ïîäãîòîâëåííûå äëÿ äàííîãî òóðíèðà. Â ñîñòà-
âå ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèè ðàáîòàëè À.Áëèíêîâ, Â.Ãóðî-
âèö, Â.Ñåíäåðîâ, Ä.Êàëèíèí, Á.Ôðåíêèí, À.Ñêîïåíêîâ,
Ì.Ãàëàìîâ, Ì.Áåðøòåéí, Ã.Ìåðçîí, Ò.Êàðàâàåâà, Ì.Âåëü-
òèùåâ, Ä.Âåëüòèùåâ, À.Ãîðñêàÿ, À.Àêîïÿí. Âàðèàíòû çà-
äàíèé äëÿ ñàìûõ ìëàäøèõ ó÷àñòíèêîâ òóðíèðà ïîäãîòî-
âèëè Å.×åðíûøåâà è È.Ðàñêèíà.

Â ðàáîòå æþðè àêòèâíîå ó÷àñòèå ïðèíèìàëè ðóêîâî-
äèòåëè êîìàíä, ìíîãèå èç íèõ âõîäèëè â ñîñòàâ ñóäåéñ-

êèõ áðèãàä, ïîìîãàëè îðãàíèçîâûâàòü è ïðîâîäèòü äî-
ïîëíèòåëüíûå èíòåëëåêòóàëüíûå èãðû «Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ðåãàòà», «Çàâàëèíêà», «×òî? Ãäå? Êîãäà?».

Òóðíèð ïðîâîäèëñÿ ïî óæå óñòîÿâøåéñÿ ñõåìå. Â ïåð-
âûé äåíü áûëà îðãàíèçîâàíà êîìàíäíàÿ îëèìïèàäà, ïî
ðåçóëüòàòàì êîòîðîé êîìàíäû ðàíæèðîâàëèñü ïî ëèãàì:
ïåðâàÿ ëèãà 6–7 êëàññîâ, âûñøàÿ ëèãà 7 êëàññîâ, ïåðâàÿ
è âûñøàÿ ëèãè 8–9 êëàññîâ. Îñíîâó òóðíèðà ñîñòàâëÿëè
êîìàíäíûå ìàòåìàòè÷åñêèå áîè è óñòíàÿ ëè÷íàÿ îëèì-
ïèàäà.

Ïðèçåðû ëè÷íîé îëèìïèàäû

6 êëàññ

Äóäêèí Àëåêñàíäð – Õàðüêîâ, ÔÌË 27,

Èâëåâ Ôåäîð – Òðîèöê, Ëèöåé,

Àðòåìüåâ Ìèõàèë – Òðîèöê, Ãèìíàçèÿ (4 êë.),

Íèêîëàåâ Ñåìåí – Ìîñêâà, øêîëà 1189,

Ëàíèíà Íàòàëüÿ – Ìîñêâà,

Âàñèëåíêî Íèêèòà – Ìîñêâà,

Áàðàíîâà Êñåíèÿ – Ìîñêâà,

Àíäðååâà Àííà – Ìîñêâà,

Àðòåìüåâà Ãàëèíà – Òðîèöê, Ãèìíàçèÿ,

Íóæäèí Äàíèèë – Ìîñêâà, øêîëà 17,

Êîëîìååö Èâàí – Ìîñêâà;

7 êëàññ

Ñîáîëåâ Åâãåíèé – Õàðüêîâ, ãèìíàçèÿ 47,

Òàðàí Àëåêñàíäð – Îìñê, ÔÌË 64,

Ãóñåâ Àíòîí – Îìñê, ÔÌË 64,

Âàñèëåíêî Àðòåì – Îìñê, ÔÌË 64,

Òàðàííèêîâà Êàòÿ – Ìîñêâà, øêîëà 2007,

Åôðåìîâ Äìèòðèé – Ìàãíèòîãîðñê,

Ëèñè÷êèí Âëàäèñëàâ – Õàðüêîâ, ãèìíàçèÿ 47,

Ñîáîëåâ Äìèòðèé – Õàðüêîâ, ãèìíàçèÿ 47,

Ìàÿíöåâ Êèðèëë – Âîëãîðå÷åíñê, øêîëà 3,

Ìîøêèí Âèòàëèé – Ìàãíèòîãîðñê,

Áè÷óðèí Èãîðü – Õàðüêîâ, ÓÂÊ 55,

Ïàëàìàð÷óê Èãîðü – Ìîñêâà,

Öàðüêîâ Îëåã – Ìîñêâà;

8 êëàññ

Ìàð÷åíêî Åâãåíèé – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Àíäðååâ Ìèõàèë – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,

Ðîìàñêåâè÷ Åëåíà – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Ìîðîçîâ Ñåðãåé – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Ïîãðåáíîâ Àëåêñåé – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Êèñëîâñêàÿ Àííà – Êîñòðîìà, ëèöåé 32,

Óäèìîâ Äàíèèë – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Ôóðàøîâà Ìàðèÿ – Êîñòðîìà, ëèöåé 32,

×åêàëêèí Ñåðàôèì – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Ãëàäêîâ Èãîðü – Ïåðìü, ÔÌË 9,

Äåìèí Àëåêñåé – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Öîé Ñâåòëàíà – Ìîñêâà, øêîëà 2007,



Ìàð÷åíêî Äåíèñ – Ïåðìü, ÔÌË 9,

Ñèëü÷åíêî Àííà – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,

Õàòóíöåâ Äåíèñ – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543;

9 êëàññ

Ìàëååâ Àíäðåé – Ñíåæèíñê, ãèìíàçèÿ 127,

Ñåëåãåé Äàíèèë – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Êî÷åðãà Åâãåíèé – Ñíåæèíñê, ãèìíàçèÿ 127,

Àðóòþíîâ Âëàäèìèð – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Õàéðóëëèí Åãîð – Ïåðìü, ÔÌË 9,

Õëåáíèêîâ Ôåäîð – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Âîëêîâ Ôåäîð – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Ìàõëèí Àíòîí – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Êîòîâ Àíäðåé – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Ìàõëèí Èãîðü – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Êóõàðåíêî Àðòåì – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Èñòîìèí Àëåêñåé – Ïåðìü, ÔÌË 9,

Ðîùóïêèí Àëåêñàíäð – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Òèìîôååâà Äèàíà – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Øàïöåâ Àëåêñåé – Ïåðìü, ÔÌË 9,

Ãîðáàòîâ Ðîìàí – Ñíåæèíñê, ãèìíàçèÿ 127,

Ðåáðîâà Ëèçà – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,

Ñîêîëîâ Èâàí – Ìîñêâà, øêîëà 91,

Êî÷àíîâ Ãîøà – Ìîñêâà, øêîëà 91,

Îñå÷êèíà Ìàøà – Ïåðìü, ÔÌË 9,

Ëîáîäà Èâàí – Ñíåæèíñê, ãèìíàçèÿ 127.

Ñïåöèàëüíóþ ïðåìèþ çà ñàìîå áûñòðîå ðåøåíèå òîïîëî-

ãè÷åñêîé çàäà÷è (ñì. íèæå çàäà÷ó ¹1 ) ïîëó÷èë ÷åòâåðîê-

ëàññíèê èç Òðîèöêà Ìèõàèë Àðòåìüåâ.

Êîìàíäû-ïðèçåðû

7 êëàññ

«Ýâðèêà», Õàðüêîâ (ðóêîâîäèòåëü À.Ë.Áåðøòåéí),

øêîëà 17,  Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëü  Ä.À.Êîðîáèöûí),

«Äâîðåö-2», Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëü Ã.Â.Êîíäàêîâ);

8–9 êëàññû (âûñøàÿ ëèãà)

ÔÌË 9, Ïåðìü (ðóêîâîäèòåëü Ã.À. Îäèíöîâà),

«1543, 8-2», Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëü. È.Â.Ðàñêèíà),

«1543, 9-1», Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëü À.Â.Õà÷àòóðÿí),

«1543, 9-2», Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëü À.Â.Õà÷àòóðÿí),

«1543–57», Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëü Ñ.Å.Äóáîâ);

8–9 êëàññû (ïåðâàÿ ëèãà)

ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà», Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëü Ë.Â.Ñàíèíà),

øêîëà 218, Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëü Þ.À.Áëèíêîâ),

«1543, 8-1», Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëü È.Â.Ðàñêèíà),

Êîñòðîìà (ðóêîâîäèòåëü Í.Ë.×åðíÿòüåâ),

Ìàãíèòîãîðñê (ðóêîâîäèòåëü À.Â.Õðèñòåâà).

Âñå ïîáåäèòåëè íàãðàæäåíû äèïëîìàìè è ïðèçàìè, ïðå-
äîñòàâëåííûìè æóðíàëîì «Êâàíò», Ôîíäîì ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî îáðàçîâàíèÿ è ïðîñâåùåíèÿ è êîìïàíèåé «ßíäåêñ».

Èçáðàííûå çàäà÷è òóðíèðà

(öèôðû â ñêîáêàõ óêàçûâàþò êëàññû, äëÿ êîòîðûõ
ïðåäëàãàëàñü ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à)

1 (6–7). Èç êíèæêè, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ëèñòîâ
(ðèñ.1), âûðåæüòå ëèñò Ì¸áèóñà. (Ëèñòîì Ì¸áèóñà
íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñêëå-
èâàíèè äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÀÂ è A B′ ′
ïðÿìîóãîëüíèêà ABB A′ ′  (ðèñ.2) òàê, ÷òî òî÷êè À è Â
ñîâìåùàþòñÿ ñ òî÷êàìè B′  è A′  ñîîòâåòñòâåííî.

Ôîëüêëîð

2 (6–7). Ïåðåä ýêçàìåíîì Âàñÿ âûðâàë èç ó÷åáíèêà
20% ñòðàíèö. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íóìåðàöèÿ ñòðàíèö
íà÷èíàëàñü ñ 1, òî ñóììà íîìåðîâ îñòàâøèõñÿ ñòðà-
íèö äåëèòñÿ íà 4.

Â.Ãóðîâèö

3 (6–7). Â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà çàïèñàíî ïî
íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, íà êàæäîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà
– ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ â åãî âåðøèíàõ.
Ñóììà âñåõ ñåìè ÷èñåë ðàâíà 1000. Êàêèå ÷èñëà
çàïèñàíû â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà?

À.Øàïîâàëîâ

4 (6–7). Ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåçàí íà íå÷åòíîå êîëè-
÷åñòâî ðàâíûõ ÷àñòåé. Âåðíî ëè, ÷òî îíè âñå ÿâëÿþòñÿ
ïðÿìîóãîëüíèêàìè?

Ñ.Ìàðêåëîâ

5 (8–9). Íà êðóãëîé àðåíå öèðêà (íå â åå öåíòðå)
ñòîèò òóìáà, íà êîòîðîé ñèäèò ëåâ. Ïî êîìàíäå óêðî-
òèòåëÿ ëåâ ñïðûãèâàåò ñ òóìáû è áåæèò ïî ïðÿìîé.
Äîáåæàâ äî áîðòèêà, îí ïîâîðà÷èâàåò íà 90° , ñíîâà
äîáåãàåò äî áîðòèêà, ïîâîðà÷èâàåò íà 90°  è áåæèò
äàëüøå ïî àðåíå. Äîêàæèòå, ÷òî íà àðåíå ìîæíî
ïîëîæèòü êóñîê ìÿñà òàê, ÷òî, íåçàâèñèìî îò ïåðâîíà-
÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ, ëåâ îêàæåòñÿ â òî÷êå
ñ ìÿñîì.

Ì.Ïàíîâ

6 (8–9). Òàáëèöà 3 3×  çàïîëíåíà íóëÿìè. Çà îäèí
õîä ðàçðåøàåòñÿ óâåëè÷èòü íà åäèíèöó ÷èñëà â òðåõ
êëåòêàõ, îáðàçóþùèõ óãîëîê ëþáîé îðèåíòàöèè. Ìîæ-
íî ëè çà íåñêîëüêî õîäîâ äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå
÷èñëà ñòàëè ðàâíûìè è ïîëîæèòåëüíûìè?

Ð.Ñàâ÷åíêî

7 (7–9). Â òðåóãîëüíèêå åñòü ñòîðîíà ñ äëèíîé
áîëüøå 1. Âåðíî ëè, ÷òî åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà
íåñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ åñòü
ñòîðîíà, ðàâíàÿ 1?

À.Øàïîâàëîâ

8 (8–9). Âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà ABCD âçÿòà òî÷-

êà Q òàêàÿ, ÷òî ABQ QDA∠ = ∠ . Äîêàæèòå, ÷òî

180BQA CQD∠ + ∠ = ° .
Â.Ïðîèçâîëîâ

9 (7). Ïóñòü ( )S n  – ñóììà âñåõ äåëèòåëåé íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà n (âêëþ÷àÿ 1 è ñàìî ÷èñëî). Äëÿ êàêèõ n

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ( ) ( )2 3S n S n= ?

À.Áëèíêîâ

10 (7–8). Íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî n. Äâà
èãðîêà ïî î÷åðåäè âû÷åðêèâàþò êàêîå-íèáóäü ÷èñëî è
âñå ÷èñëà, íå âçàèìíî ïðîñòûå ñ íèì (åñëè òàêèå

Ðèñ.1 Ðèñ.2
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ñóùåñòâóþò). Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü
î÷åðåäíîé õîä. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ n > 1000
òàêîå, ÷òî âûèãðûøíîé ñòðàòåãèåé îáëàäàåò ïåðâûé
èãðîê.

Ä.Ãðèãîðåíêî

11 (7–9). Íà êëåò÷àòîì ëèñòå ïî ëèíèÿì ñåòêè
íàðèñîâàí ìíîãîóãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü
íà 30 êâàäðàòèêîâ 2 2× . Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
òðåõêëåòî÷íûõ óãîëêîâ ìîæíî ãàðàíòèðîâàííî èç íåãî
âûðåçàòü?

Ò.Êàðàâàåâà

12 (8–9). Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x, y òàêîâû, ÷òî õ +
+ ó >1. Äîêàæèòå, ÷òî ( )2 2

2 x y x y+ > + .
Â.Ñåíäåðîâ

13 (9). Ó Ïåòè áûë ïðÿìîóãîëüíûé êîâðèê ñ öåëî-
÷èñëåííûìè ñòîðîíàìè, ïðè÷åì äëèíà êîâðèêà êðàò-
íà øèðèíå. Ïåòÿ ðàçðåçàë åãî íà ÷àñòè è ñøèë èõ
òàê, ÷òî ñíîâà ïîëó÷èëñÿ ïðÿìîóãîëüíûé êîâðèê, ïðè-
÷åì äëèíà óâåëè÷èëàñü íà ïðîñòîå ÷èñëî ð, à øèðèíà
îñòàëàñü öåëî÷èñëåííîé. Íàéäèòå äëèíó íîâîãî êîâ-
ðèêà.

Ò.Êàðàâàåâà

14 (6–7). Âàñèëèé ïûòàåòñÿ ïîäîáðàòü òàêîå öåëîå

÷èñëî a, ÷òî 2a l“rl“r= , ãäå Ì, ß, Ó – íåêîòîðûå
öèôðû, 0M ≠ . Óäàñòñÿ ëè åìó ýòî ñäåëàòü?

Ê.Ëîëèòà

15. à) (7–9) Íàéäèòå âñå òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà õ,

÷òî 
�

�

2

n
n

x y y z z= … … , ãäå êàæäàÿ èç äâóõ  íåíóëåâûõ

öèôð ó è z ïîâòîðåíà n ðàç, n > 1.
á) (8–9) Íàéäèòå âñå òàêèå öåëûå ÷èñëà õ, ÷òî
2x yyzztt= , ãäå y, z, t – íåêîòîðûå öèôðû, 0y ≠ .

Â.Ñåíäåðîâ

16 (9). Ñóùåñòâóþò ëè äâà òðåóãîëüíûõ ÷èñëà,
áîëüøèõ ÷åì 100

10 , ñóììà êîòîðûõ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
òðåóãîëüíûì ÷èñëîì? (Òðåóãîëüíûìè íàçûâàþò ÷èñ-

ëà, ïðåäñòàâèìûå â âèäå 
( )1

2

n n +
, ãäå n – íàòóðàëü-

íîå.)

Â.Ïðîèçâîëîâ, Â.Ñåíäåðîâ

17 (8–9). Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ñóùåñòâóþò n
òàêèõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî ïðîèçâåäå-

íèå ñóìì öèôð ýòèõ ÷èñåë ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé
èõ öèôð?

È.Àêóëè÷

18 (7–9). Â ìàãàçèíå ïðîäàþòñÿ ãèðëÿíäû ëàìïî÷åê,
ñîåäèíåííûõ ïî êðóãó. Ëàìïî÷êè ìîæíî çàæèãàòü ïî
îäíîé â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Íàçîâåì ñâÿçàííûìè
ëàìïî÷êè, ìåæäó êîòîðûìè íàõîäèòñÿ ðîâíî 0k ≥
ëàìïî÷åê. Åñëè ïðè âêëþ÷åíèè êàêîé-ëèáî ëàìïî÷êè
îáå ñâÿçàííûå ñ íåé óæå ãîðÿò, òî îäíó èç íèõ (ëþáóþ
ïî æåëàíèþ) òðåáóåòñÿ ïîãàñèòü, åñëè æå ãîðèò òîëüêî
îäíà èç ñâÿçàííûõ ñ íåé, òî åå íóæíî ïîãàñèòü.

à) Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ëàìïî÷åê ìîæíî
çàæå÷ü òàêèì ñïîñîáîì, åñëè k = 0, à n – ëþáîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 2?

á) Èìåþòñÿ ãèðëÿíäû ñ ëþáûì êîëè÷åñòâîì ëàìïî-
÷åê îò 25 äî 100. Íà ãèðëÿíäå êàêîé äëèíû ìîæíî
çàæå÷ü áîëüøå âñåãî ëàìïî÷åê, åñëè k = 11?

À.Ìàëååâ

19 (7). Â 100-ýòàæíîì äîìå èñïîð÷åí ëèôò. Îí ìîæåò
ëèáî ïîäíèìàòüñÿ ïðè íàæàòèè îäíîé êíîïêè íà 79
ýòàæåé ââåðõ, ëèáî ïðè íàæàòèè äðóãîé – îïóñêàòüñÿ
íà 21 ýòàæ âíèç. Êîãäà ñâåðõó ìåíüøå 79 ýòàæåé, ëèôò
ââåðõ íå ïîéäåò, àíàëîãè÷íî – âíèç. Ëèôò îòïðàâëÿåò-
ñÿ ñ ïåðâîãî ýòàæà. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàç
íàäî íàæàòü êíîïêè, ÷òîáû ëèôò âåðíóëñÿ íà ïåðâûé
ýòàæ?

À.Ñïèâàê

20. à) (7) Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü çàäàííûé òðåóãîëüíèê
íà äâà òðåóãîëüíèêà òàê, ÷òî â êàæäîì èç íèõ ìîæíî
îòìåòèòü ïî ðàâíîé ñòîðîíå, ïðè÷åì îòìå÷åííûå ñòîðî-
íû íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé?

á) (8–9) Ðàçðåæüòå çàäàííûé òðåóãîëüíèê íà òðè
òðåóãîëüíèêà òàê, ÷òî â íèõ ìîæíî îòìåòèòü ïî ðàâíîé
ñòîðîíå, ïðè÷åì íèêàêèå äâå èç òðåõ îòìå÷åííûõ
ñòîðîí íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

â) (8–9) Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè
ïîñòðîèòü ðàçáèåíèå ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà íà
÷åòûðå òðåóãîëüíèêà òàê, ÷òî â íèõ ìîæíî îòìåòèòü ïî
ðàâíîé ñòîðîíå, ïðè÷åì íèêàêèå äâå èç ÷åòûðåõ îòìå-
÷åííûõ ñòîðîí íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è íå ïàðàë-
ëåëüíû äðóã äðóãó?

À.Øàïîâàëîâ, Â.Ñåíäåðîâ, Á.Ôðåíêèí

21 (8–9). Â ñòðîêó âûïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí,
íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðà-
âèëó:

1) åñëè â ïðåäûäóùåì ÷èñëå íåò îäèíàêîâûõ öèôð,
òî ê ïðåäûäóùåìó ÷èñëó ïðèáàâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî åãî
öèôð;

2) åñëè â ïðåäûäóùåì ÷èñëå åñòü îäèíàêîâûå öèôðû,
òî èç ïðåäûäóùåãî ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ äâîéêà.

Äîêàæèòå, ÷òî íà÷èíàÿ ñ îïðåäåëåííîãî ìåñòà ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëà ñòàíóò ïåðèîäè÷åñêè ïîâòî-
ðÿòüñÿ.

À.Æóêîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
À.Æóêîâ, Ì.Âåëüòèùåâ, Ä.Âåëüòèùåâ

Ôîòîãðàôèè ïðåäñòàâèë Ä.Êàëèíèí
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Öåíòð ìàññ
ìåõàíè÷åñêîé

ñèñòåìû
Â.ÌÎÆÀÅÂ

Ð
ÀÑÑÌÎÒÐÈÌ  ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÓÞ  ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÓÞ  ÑÈÑÒÅ-
ìó òâåðäûõ òåë ñ çàäàííûì âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì â

ïðîñòðàíñòâå è ñ èçâåñòíûìè ìàññàìè. Ïîñòóïàòåëüíîå äâè-
æåíèå òàêîé ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë ýêâèâàëåí-
òíî äâèæåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, èìåþùåé ìàññó, ðàâíóþ
ìàññå ñèñòåìû, è íàõîäÿùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ðåçóëüòèðó-
þùåé ñèëû âñåõ âíåøíèõ ñèë. Ãåîìåòðè÷åñêóþ òî÷êó, â
êîòîðîé ðàñïîëàãàåòñÿ ýòà ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, íàçûâàþò
öåíòðîì èíåðöèè èëè öåíòðîì ìàññ äàííîé ñèñòåìû. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé íåïîäâèæíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò (åå íàçûâàþò òàêæå ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìîé) êîîðäè-
íàòû öåíòðà ìàññ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:
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1 N

i i
i
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M
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= Â , ö

1
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ãäå , , ,i i i im x y z  – ìàññû è êîîðäèíàòû öåíòðîâ ìàññ òåë,
âõîäÿùèõ â ñèñòåìó, à Ì – ñóììàðíàÿ ìàññà âñåõ òåë.

Åñëè ñóììà âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó, ðàâ-
íà íóëþ, òî öåíòð ìàññ îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì èëè äâèæåò-
ñÿ ïðÿìîëèíåéíî ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (â
çàâèñèìîñòè îò ïðåäûñòîðèè). Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü äâèæåíèå òåë ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííèõ ñèë â
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì ìàññ.
Â òàêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èìïóëüñ ñèñòåìû ðàâåí íóëþ è
áóäåò îñòàâàòüñÿ íóëåâûì ïðè ëþáûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ ìåæ-
äó òåëàìè ñèñòåìû.

Ïåðåéäåì ê ðàçáîðó êîíêðåòíûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Îïðåäåëèòå, êàêóþ ÷àñòü ñâîåé êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè òåðÿåò ÷àñòèöà ìàññîé 1m  ïðè óïðóãîì ëîáîâîì
ñòîëêíîâåíèè ñ íåïîäâèæíîé ÷àñòèöåé ìàññîé 2m .

Ïóñòü ñêîðîñòü íàëåòàþùåé ÷àñòèöû ìàññîé 1m  ðàâíà 1v ,
òîãäà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû áóäåò ðàâíà
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Ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ öåíòðîì ìàññ
íàøåé ñèñòåìû. Â ýòîé ñèñòåìå ñêîðîñòü ÷àñòèöû ìàññîé 1m
ðàâíà
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à ñêîðîñòü ÷àñòèöû ìàññîé 2m  ñîñòàâëÿåò

1 1

2ö

1 2

m v
v u

m m
= - = -

+
.

Çà ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå âûáðàíî íàïðàâëåíèå ñêîðî-
ñòè ïåðâîé ÷àñòèöû. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ
ìû èìååì óæå äðóãóþ ñèòóàöèþ: îáå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ
íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ñ ðàâíûìè ïî âåëè÷èíå èìïóëüñàìè

1 2 1

1 2

m m v
p

m m
=

+ .

Êîãäà ÷àñòèöû âñòðåòÿòñÿ, âîçìîæíû òðè âàðèàíòà:
1) ÷àñòèöû íå ïðîâçàèìîäåéñòâóþò è ïðîëåòÿò, ñîõðàíÿÿ

ñâîè ñêîðîñòè è èìïóëüñû;
2) ïðîèçîéäåò íåöåíòðàëüíûé óïðóãèé óäàð, ïðè êîòîðîì

÷àñòèöû ðàçëåòÿòñÿ, òàêæå ñîõðàíÿÿ ñâîè ñêîðîñòè è èì-
ïóëüñû, íî óæå ëåæàùèå íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ïî îäíîìó
èç äèàìåòðîâ ñôåðû ñ öåíòðîì â òî÷êå ñòîëêíîâåíèÿ;

3) ïðîèçîéäåò öåíòðàëüíûé óïðóãèé óäàð, ïðè êîòîðîì
ñêîðîñòè è èìïóëüñû ÷àñòèö òàêæå îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè
ïî âåëè÷èíå, íî ìåíÿþò ñâîè íàïðàâëåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæ-
íûå.

Íàéäåì ñêîðîñòè íàøèõ ÷àñòèö ïîñëå öåíòðàëüíîãî óäàðà,
íî óæå ñíîâà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ãäå ñêîðîñòü
÷àñòèöû ìàññîé 1m  äî óäàðà áûëà 1v . Ïîñëå óäàðà ïåðâàÿ
÷àñòèöà áóäåò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ

( )1 2 1

1 1ö

1 2

m m v
v u v

m m

-
= - =¢

+ ,

à âòîðàÿ – ñî ñêîðîñòüþ

1 1

2 2ö

1 2

2m v
v u v

m m
= - =¢

+
.

Äî óäàðà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû â
íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áûëà

2

1 1

*
2

m v
E = ,

à ïîñëå óäàðà ñòàëà

( ) ( )

( )

2 2 2

1 1 1 1 2 1

* 2

1 2
2 2

m v m m m v
E

m m

-¢
= =¢

+
.

Ïîòåðÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíà
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Çàâèñèìîñòü α  îò îòíîøåíèÿ 1 2m m  èçîáðàæåíà íà ðè-
ñóíêå 1. Ïðè 1 2m m=   1α = , ò.å. ïðîèñõîäèò ïîëíàÿ ïîòåðÿ

ýíåðãèè. Ïðè óìåíüøåíèè îòíîøåíèÿ 1 2m m   α  óìåíüøàåò-
ñÿ è ïðè 1 2 0m m Æ  äîëÿ òåðÿåìîé ýíåðãèè òàêæå ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ. Âîò ïî÷åìó, íàïðèìåð, â ÿäåðíûõ ðåàêòîðàõ äëÿ
çàìåäëåíèÿ íåéòðîíîâ èñïîëüçóåòñÿ ðàññåÿíèå èõ íà ÿäðàõ
ëåãêèõ àòîìîâ – äåéòåðèÿ, óãëåðîäà. Äëÿ äåéòåðèÿ, ÿäðî
êîòîðîãî ñîñòîèò èç ïðîòîíà è íåéòðîíà, 1 2 0,5m m =  è

0,89α = . Â ñëó÷àå æå ÿäðà àòîìà óãëåðîäà 1 2 1 12m m =  è
0,28α = .

Çàäà÷à 2. Äâå ÷àñòèöû, ìàññû êîòîðûõ 
1m  è 

2m  (
1 2m m> ),

äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âäîëü îäíîé ïðÿìîé ñ
îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè. Ïîñëå óïðóãîãî ñòîëêíîâåíèÿ
òÿæåëàÿ ÷àñòèöà îòêëîíÿåòñÿ îò íàïðàâëåíèÿ ñâîåãî
ïåðâîíà÷àëüíîãî äâèæåíèÿ íà óãîë 30α = ∞  â ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà èëè íà óãîë 60β = ∞  â ñèñòåìå öåíòðà
ìàññ. Îïðåäåëèòå îòíîøåíèå 

1 2m m .

Ðèñ. 1
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Îáîçíà÷èì íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ÷àñòèö â ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç 0v . Òîãäà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ
öåíòðà ìàññ íàøåé ñèñòåìû ÷àñòèö áóäåò

( )1 2 0

1 2

m m v
u

m m

-
=

+
– çäåñü çà ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå âûáðàíî íàïðàâëåíèå
ñêîðîñòè ÷àñòèöû ìàññîé 1m .

Ïåðåéäåì â ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ öåíòðîì ìàññ.
Â ýòîé ñèñòåìå ñêîðîñòü ÷àñòèöû ìàññîé 1m  äî ñòîëêíîâåíèÿ
ðàâíà
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Àíàëîãè÷íàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ìàññîé 2m  ñîñòàâëÿåò
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Èìïóëüñû ÷àñòèö â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàâíû ïî âåëè-
÷èíå:

1 2 0
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è íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû êàê äî ñîóäàðå-
íèÿ, òàê è ïîñëå íåãî. Íî ïîñëå ñîóäàðåíèÿ èìïóëüñû ÷àñòèö
ëåæàò íà ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò óãîë β  ñ íàïðàâëåíèåì
ïåðâîíà÷àëüíîãî äâèæåíèÿ.

Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíà âåêòîðíàÿ äèàãðàììà èìïóëüñîâ
äëÿ ÷àñòèöû ìàññîé 1m . Íà ýòîé äèàãðàììå ïðÿìàÿ AA¢

ñîîòâåòñòâóåò íàïðàâëåíèþ ïåðâîíà÷àëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñ-
òèö. Îòðåçîê ÎÂ ðàâåí èìïóëüñó ÷àñòèöû ìàññîé 1m  â
ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, îòðåçîê ÎÑ ðàâåí
èìïóëüñó ýòîé æå ÷àñòèöû ïîñëå ñîóäàðåíèÿ, íî óæå â
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. À âîò îòðåçîê ÂÑ – ýòî
èìïóëüñ, êîòîðûé äîáàâëÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå èç ñèñòåìû
öåíòðà ìàññ â ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó, âåëè÷èíà ýòîãî èì-
ïóëüñà ðàâíà
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Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâ α  è β  òðåóãîëüíèê ÎÂÑ
îêàçûâàåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì, ïîñêîëüêó BOC β α– = - =

30= ∞ , à 30BCO α– = = ∞  ( BC AA¢� ). Èç ýòîãî ñëåäóåò,
÷òî ÎÂ = ÂÑ, èëè
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Çàäà÷à 3. Íà ïðÿìîëèíåéíóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ñïèöó
íàñàæåíû äâà øàðèêà, êîòîðûå ìîãóò ñêîëüçèòü ïî íåé áåç
òðåíèÿ (ðèñ.3). Ê øàðèêó ìàññîé m ïðèêðåïëåíà ëåãêàÿ
ïðóæèíà æåñòêîñòüþ k. Ýòà ñèñòåìà íåïîäâèæíà, à øàðèê
ìàññîé 2m äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 0v . Îïðåäåëèòå ñêî-
ðîñòü øàðèêà ìàññîé 2m ïîñëå îòðûâà îò ïðóæèíû è âðåìÿ
êîíòàêòà ýòîãî øàðèêà ñ ïðóæèíîé. Ðàäèóñû øàðîâ ìíîãî
ìåíüøå äëèíû ïðóæèíû.

Ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ â
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò ñîñòàâëÿåò

0

2

3
u v= .

Ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ öåíòðîì ìàññ.
Ñêîðîñòü øàðèêà ìàññîé 2m äî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðóæèíîé
â ýòîé ñèñòåìå ðàâíà

0

1ö 0
3

v
v v u= - = ,

à ñêîðîñòü øàðèêà ìàññîé m íàïðàâëåíà â ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñòîðîíó è ðàâíà ïî âåëè÷èíå

2ö 0

2

3
v u v= = .

Êàê òîëüêî øàðèê ìàññîé 2m äîñòèãíåò ïðóæèíû, ñêîðî-
ñòè øàðèêîâ íà÷íóò óìåíüøàòüñÿ, à ïðóæèíà áóäåò ñæè-
ìàòüñÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò, êîãäà âñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ øàðèêîâ ïåðåéäåò â ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ óïðóãîé
äåôîðìàöèè ïðóæèíû, øàðèêè îñòàíîâÿòñÿ, à çàòåì íà÷-
íóò óñêîðÿòüñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Êîãäà
ïðóæèíà ïðèìåò ñâîþ ïåðâîíà÷àëüíóþ äëèíó, øàðèê ìàñ-
ñîé 2m îòîðâåòñÿ îò ïðóæèíû è áóäåò èìåòü ñêîðîñòü,
ðàâíóþ 1öv  è íàïðàâëåííóþ â äðóãóþ ñòîðîíó ïî îòíîøå-
íèþ ê ïåðâîíà÷àëüíîé. Íî ýòî – ñêîðîñòü â ñèñòåìå öåíòðà
ìàññ, à íàì íóæíî íàéòè ñêîðîñòü ýòîãî øàðèêà â ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì îáðàòíî â ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó
îòñ÷åòà. Â ýòîé ñèñòåìå ñêîðîñòü øàðèêà ìàññîé 2m, î÷åâèä-
íî, áóäåò ðàâíà

0

1ë 1ö
3

v
v u v= - = .

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîòåðÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè øàðèêà ñîñòà-
âèò

2 2

0 1ë

2

0

8

9

v v

v
α

-
= = .

Äëÿ ïðîâåðêè âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â
çàäà÷å 1:

( )
1 2

2

1 2

4 8

91

m m

m m
α = =

+ .

Ýòî ñîâïàäåíèå çàêîíîìåðíî, ïîñêîëüêó äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è 1 ïðè 

1 2 2m m = .
Äëÿ îòâåòà íà âòîðîé âîïðîñ çàìåòèì, ÷òî êîãäà øàðèê

ìàññîé 2m íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå ñ ïðóæèíîé, ýòà ñèòóàöèÿ
ýêâèâàëåíòíà êîëåáàíèÿì øàðèêà íà ãîðèçîíòàëüíî ðàñïî-
ëîæåííîé ïðóæèíå, îäèí êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí. Çàêðåï-
ëåííûì êîíöîì ÿâëÿåòñÿ öåíòð ìàññ, êîòîðûé îñòàåòñÿ
íåïîäâèæíûì â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì ìàññ.
Åñëè äëèíà íàøåé ïðóæèíû l, òî äëèíà ýêâèâàëåíòíîé
ïðóæèíû ñîñòàâëÿåò

2

.*"

1 2

m l
l

m m
=

+
.

Òåïåðü íóæíî ñîîáðàçèòü, ÷åìó áóäåò ðàâíà æåñòêîñòü ïðó-
æèíû äëèíîé .*"l , åñëè æåñòêîñòü èñõîäíîé ïðóæèíû k. Ýòî
ïðàâî ìû ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ, à ñàìè íàïèøåì ãîòîâûé
ðåçóëüòàò:

( )1 2

.*"

.*" 2

3
m m klk

k k
l m

+
= = = .

Î÷åâèäíî, ÷òî âðåìÿ êîíòàêòà øàðèêà ìàññîé 2m ñ ïðóæèíîé
ðàâíî ïîëîâèíå ïåðèîäà ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé øàðèêà

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3



íà ýêâèâàëåíòíîé ïðóæèíå:

1

.*"

1 2
2

2 3

m m

k k
τ π π= ◊ = .

Çàäà÷à 4. Êëèí ìàññîé 2m ñ óãëîì íàêëîíà ê ãîðèçîíòó α
(cos 2 3α = ) íàõîäèòñÿ íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè ñòîëà (ðèñ.4). ×åðåç áëîê, óêðåïëåííûé íà âåðøèíå

êëèíà, ïåðåêèíóòà ëåã-
êàÿ íèòü, ñâÿçûâàþùàÿ
ãðóçû ìàññàìè m è 3m.
Ãðóç ìàññîé 3m ìîæåò
ñêîëüçèòü âäîëü âåðòè-
êàëüíîé íàïðàâëÿþùåé
ÀÂ, çàêðåïëåííîé íà
êëèíå. Ýòîò ãðóç âíà-
÷àëå óäåðæèâàþò íå-
ïîäâèæíî íà ðàññòîÿ-
íèè Í = 27 ñì îò ñòî-
ëà, à çàòåì îòïóñêà-

þò. Íà êàêîå ðàññòîÿíèå ñìåñòèòñÿ êëèí ê ìîìåíòó
êàñàíèÿ ãðóçà ìàññîé 3m ñòîëà? Ìàññàìè áëîêà è íàïðàâ-
ëÿþùåé ÀÂ ïðåíåáðå÷ü.

Ïîñëå òîãî êàê îòïóñòèëè ãðóç ìàññîé 3m, íà íàøó ñèñòåìó
òåë â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè (îñü Õ) íèêàêèå âíåøíèå
ñèëû íå äåéñòâóþò, ïîýòîìó ãîðèçîíòàëüíàÿ êîîðäèíàòà
öåíòðà ìàññ ñèñòåìû áóäåò îñòàâàòüñÿ íåèçìåííîé. Ïóñòü â
ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ïîñëå îñâîáîæäåíèÿ ãðóçà
ìàññîé 3m) ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòû öåíòðîâ ìàññ òðåõ
òåë áóäóò òàêèìè: mx  – êîîðäèíàòà ãðóçà ìàññîé m, 2mx  –
êîîðäèíàòà êëèíà, 3mx  – êîîðäèíàòà ãðóçà ìàññîé 3m
(íà÷àëî îòñ÷åòà – ïðîèçâîëüíîå). Òîãäà ãîðèçîíòàëüíàÿ
êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ ñèñòåìû áóäåò ðàâíà

2 3

ö

2 3

2 3

m m mmx mx mx
x

m m m

+ +
=

+ +
.

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà öx  îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, ìîæíî çàïè-
ñàòü

2 32 3 constm m mx x x+ + = .

Çà âðåìÿ ïàäåíèÿ ãðóçà ìàññîé 3m ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå
âñåõ òðåõ êîîðäèíàò, ïðè÷åì ýòè èçìåíåíèÿ áóäóò ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

2 32 3 0m m mx x xΔ Δ Δ+ + = ,

èëè, òàê êàê 
2 3m mx xΔ Δ= ,

25 0m mx xΔ Δ+ = .

Îïóñêàíèå ãðóçà ìàññîé 3m íà âåëè÷èíó Í ïðèâîäèò ê
ïåðåìåùåíèþ ãðóçà ìàññîé m âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè
òàêæå íà Í, à âäîëü îñè Õ – íà cosH α . Íî ýòî –
ïåðåìåùåíèå îòíîñèòåëüíî êëèíà, à ïîëíîå ãîðèçîíòàëüíîå
ïåðåìåùåíèå ãðóçà ìàññîé m áóäåò ðàâíî

2cosm mx H xΔ α Δ= + .

Òîãäà, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó mxΔ  è 2mxΔ , äëÿ
ïåðåìåùåíèÿ êëèíà ïîëó÷èì

2

cos
3 “ì

6 9
m

H H
x

αΔ = - = - = - .

Çíàê «ìèíóñ» îçíà÷àåò, ÷òî êëèí ñìåñòèòñÿ âëåâî.
Çàäà÷à 5. Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñ-

êîé ýíåðãèè α -÷àñòèöû, íåîáõîäèìîå äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ
ðåàêöèè

4 7 10He Li B n+ Æ + ,

åñëè ðåàêöèÿ èäåò ñ ïîãëîùåíèåì ýíåðãèè Q = 2,85 ÌýÂ.
ßäðî ëèòèÿ íåïîäâèæíî.

Äî ðåàêöèè ìû èìååì α -÷àñòèöó, èëè ÿäðî àòîìà ãåëèÿ,
è ÿäðî ëèòèÿ, à ïîñëå ðåàêöèè îáðàçóþòñÿ ÿäðî áîðà è

íåéòðîí. Åñëè ìû ïîäñ÷èòàåì ñóììàðíûå ýíåðãèè ïîêîÿ
÷àñòèö äî ðåàêöèè è ïîñëå ðåàêöèè, òî óâèäèì, ÷òî ýíåðãèÿ
ïîêîÿ ÿäðà áîðà è íåéòðîíà áîëüøå, ÷åì ýíåðãèÿ ïîêîÿ α -
÷àñòèöû è ÿäðà ëèòèÿ. Ýòà ðàçíîñòü êàê ðàç è ðàâíà
ïîãëîùàåìîé ýíåðãèè Q ïðè äàííîé ðåàêöèè. Òàêèå ÿäåðíûå
ðåàêöèè, ïðîõîäÿùèå ñ ïîãëîùåíèåì ýíåðãèè, íàçûâàþò
ýíäîòåðìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè. Ðåàêöèè, èäóùèå, íàîáîðîò,
ñ âûäåëåíèåì ýíåðãèè, íàçûâàþò ýêçîòåðìè÷åñêèìè. Îòñþäà
ïîíÿòíî, ÷òî åñëè èñõîäíûå ÷àñòèöû íåïîäâèæíû, òî ýíäî-
òåðìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ íå ïîéäåò. Çíà÷èò, íàëåòàþùàÿ íà
ìèøåíü ÷àñòèöà äîëæíà îáëàäàòü íåêîòîðîé ìèíèìàëüíîé
ýíåðãèåé, ïðè êîòîðîé íà÷íåòñÿ ðåàêöèÿ. Âåëè÷èíó ýòîé
ýíåðãèè íàçûâàþò ïîðîãîâîé.

Íàèáîëåå óäîáíî ðàññìîòðåòü ïðîöåññ íåóïðóãîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ÷àñòèö â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì ìàññ
ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü α -÷àñòèöû â ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà ÷åðåç vα . Òîãäà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ öåíòðà
ìàññ ðàâíà
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ãäå mα  è Lim  – ìàññû α -÷àñòèöû è ÿäðà ëèòèÿ. Ñêîðîñòü α -
÷àñòèöû â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ñîñòàâëÿåò
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– çäåñü çà ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå âûáðàíî íàïðàâëåíèå
ñêîðîñòè α -÷àñòèöû â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ñêî-
ðîñòü ÿäðà ëèòèÿ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ðàâíà
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v u

m m
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Â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðè ïîðîãîâîé ñêîðîñòè α -÷àñòèöû
îáðàçîâàâøååñÿ ÿäðî áîðà è íåéòðîí äîëæíû ïîêîèòüñÿ.
Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè äî ðåàêöèè è
ïîñëå ðåàêöèè:

2 2

ö Li Li ö2 2 2 2

Li B
2 2

n

m v m v
m c m “ m c m c

α α
α + + + = +

– ýíåðãèè ÷àñòèö çäåñü çàïèñàíû äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî
ñëó÷àÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî óðàâíåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ 

övα  è

Liöv  è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

( )2 2 2 2

B Linm c m c m c m c Qα+ - + = ,

ïîëó÷èì
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Îòñþäà íàõîäèì ìèíèìàëüíóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ α -
÷àñòèöû â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà:
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Óïðàæíåíèÿ

1. Âäîëü ïðÿìîëèíåéíîé ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû ìîãóò ñêîëü-
çèòü áåç òðåíèÿ äâå ìóôòû. Ìóôòà ìàññîé m ñ ïðèêðåïëåííîé
ê íåé ëåãêîé ïðóæèíîé
æåñòêîñòüþ k äâèæåòñÿ ñî
ñêîðîñòüþ 

0v , à ìóôòà ìàñ-
ñîé 4m ïîêîèòñÿ (ðèñ.5).
Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü ìóô-
òû ìàññîé 4m ïîñëå åå îò-
ðûâà îò ïðóæèíû è âðåìÿ
êîíòàêòà ýòîé ìóôòû ñ ïðóæèíîé. Ðàçìåðû ìóôò ìíîãî ìåíüøå
äëèíû ïðóæèíû.

2. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñòîëà íàõîäèòñÿ
áðóñîê â ôîðìå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, íà êîòîðîì
óêðåïëåíû ñòóïåí÷àòûé áëîê ñ ðàäèóñàìè øêèâîâ r è R (R =

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5
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= 4r) è âåðòèêàëüíàÿ
øòàíãà ÂÑ (ðèñ.6). Íà
øêèâû íàìîòàíû ëåãêèå
íèòè, ïðèêðåïëåííûå ê
ãðóçàì ìàññàìè m è 5m.
Ãðóç ìàññîé m ìîæåò
ñêîëüçèòü âäîëü øòàíãè
ÂÑ. Âíà÷àëå ãðóç ìàñ-
ñîé 5m óäåðæèâàþò â ïî-
êîå, à çàòåì îòïóñêàþò.
Ê ìîìåíòó óäàðà ãðóçà

ìàññîé m î ñòîë äðóãîé ãðóç íå äîñòèãàåò áëîêà, à áðóñîê çà
ýòî âðåìÿ ñìåùàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå s = 2,5 ñì. Íà êàêîì

Ðèñ. 6

ðàññòîÿíèè îò ñòîëà íàõîäèëñÿ ãðóç ìàññîé m âíà÷àëå? Ìàñ-
ñàìè áëîêà è øòàíãè ïðåíåáðå÷ü.

3. Äâèæóùàÿñÿ ÷àñòèöà ïðåòåðïåâàåò óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå ñ
ïîêîÿùåéñÿ ÷àñòèöåé òàêîé æå ìàññû. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå
ñòîëêíîâåíèÿ, åñëè îíî íå áûëî ëîáîâûì, ÷àñòèöû ðàçëåòÿòñÿ
ïîä ïðÿìûì óãëîì äðóã ê äðóãó.

4. Êàêîâà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ α -÷àñòèöû, åñëè ïðè ïîïàäà-
íèè â ÿäðî àçîòà 14

N  ïðîèñõîäèò ðåàêöèÿ
4 14 17 1
He N O H+ Æ + ,

ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ ïîãëîùåíèåì ýíåðãèè Q = 1 ÌýÂ, à îáðàçî-
âàâøèéñÿ ïðîòîí ïîêîèòñÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà?

Â
ÒÅ×ÅÍÈÅ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÄÅÑßÒÈËÅÒÈÉ Â ÏÐÀÊÒÈÊÅ

âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ ðåãóëÿðíî ïîÿâëÿþòñÿ çàäà÷è,
â êîòîðûõ èç äàííîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé òðåáóåòñÿ âûäåëèòü
òå, ÷üè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé óäîâëåòâîðÿþò îáúÿâëåííûì
óñëîâèÿì.

Íèæå ìû óêàæåì èäåè ðåøåíèÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíîãî
êëàññà ïîäîáíûõ çàäà÷.

Ïóñòü äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à ðàññìàòðèâàåòñÿ
ôóíêöèÿ

( ) ( );ay x f x a= .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíî ñåìåéñòâî ôóíêöèé { }ay , ãäå à
ïðèíèìàåò âñå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ. Âûäåëèì òèïû îñíîâ-
íûõ çàäà÷.

Ïåðâàÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
à, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè ( );f x a
ñîäåðæèò äàííûé îòðåçîê (èíòåðâàë, ïîëóèíòåðâàë, ëó÷ è
ò.ä.).

Âòîðàÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
à, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè ( );f x a  íå
ñîäåðæèò íè îäíîãî çíà÷åíèÿ èç äàííîãî îòðåçêà (èíòåðâà-
ëà, ïîëóèíòåðâàëà, ëó÷à è ò.ä.).

ßñíî, ÷òî ìîæíî óêàçàòü è äðóãèå ðåãóëÿðíî âñòðå÷àþùè-
åñÿ òèïû îñíîâíûõ çàäà÷. Áîëåå òîãî, â ñèëó âçàèìîñâÿçè
ìåæäó îñíîâíûìè çàäà÷àìè, ìîæíî èíîãäà îäíó èç íèõ
ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå äðóãîé.

Íàø âûáîð îñíîâíûõ çàäà÷ ïðåäîïðåäåëåí ïðàêòèêîé
âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ, ãäå ýòè çàäà÷è íàèáîëåå ÷àñòî â
ïîäîáíîì âèäå è ïðèñóòñòâóþò.

Ñïîñîáû ðåøåíèÿ îñíîâíûõ çàäà÷

Ïðèíÿòî âûäåëÿòü ñëåäóþùèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ.
Ïåðâûé ñïîñîá – ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ( )aE y , ò.å. ìíîæå-

ñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè ( );f x a  ïðè äàííîì à.
Ñóòü ýòîãî ñïîñîáà ñîñòîèò â íåïîñðåäñòâåííîì èññëåäîâà-

íèè ôóíêöèè ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâà åå çíà÷åíèé è
ïîëó÷åíèÿ îòâåòà íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî èñêîìûì èëè
íåò â äàííîé îñíîâíîé çàäà÷å.

Ýòîò ñïîñîá – ñàìûé ãðîìîçäêèé ïî îáúåìó ðàáîòû,
ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïîëíàÿ êëàññèôèêà-
öèÿ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ, â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà à,
òèïîâ èññëåäóåìîé ôóíêöèè è ðàññìîòðåíèå êàæäîãî âàðè-
àíòà.

Âòîðîé ñïîñîá – ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâî-
âàíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ

( );y f x a=                             (1)

îòíîñèòåëüíî õ (ñ÷èòàÿ ïåðåìåííûå ó è à ïàðàìåòðàìè
ýòîãî óðàâíåíèÿ) ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ òðåáîâàíèÿõ ê
ïåðåìåííîé ó.

Ýòîò ñïîñîá – íàèáîëåå åñòåñòâåííûé äëÿ ïîíèìàíèÿ âñåõ
äåéñòâèé ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè è íàèáîëåå ÷àñòî äåìîíñò-
ðèðóåìûé â ëèòåðàòóðå.

Òðåòèé ñïîñîá – ðåøåíèå ðàâåíñòâà (1) îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðà à.

Ýòî – î÷åíü èçâåñòíûé ñïîñîá â çàäà÷àõ ñ ïàðàìåòðîì,
òðåáóþùèé, îäíàêî, íàèáîëåå âûñîêîé êóëüòóðû ïðè åãî
èñïîëüçîâàíèè.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ èçëàãàåìîãî â äàëüíåéøåì òåêñòà êðàéíå
âàæíî îòäàâàòü ñåáå îò÷åò, ñ êàêèìè ôóíêöèÿìè èç ñåìåéñòâà
{ }ay  ìû èìååì äåëî, êîãäà ôèêñèðóåì çíà÷åíèå êàêîé-
íèáóäü èç òðåõ ïåðåìåííûõ â ðàâåíñòâå (1).

Âàðèàíò à = ñ: ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà ôóíêöèÿ ( )y x =
( );f x c=  èç ñåìåéñòâà { }ay .

Âàðèàíò õ = ñ: ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ôóíêöèè èç ñåìåé-
ñòâà { }ay , äëÿ êîòîðûõ ñ ïðèíàäëåæèò èõ îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ.

Âàðèàíò ó = ñ: ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ôóíêöèè èç ñåìåé-
ñòâà { }ay , äëÿ êîòîðûõ ñ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó èõ çíà÷å-
íèé.

Îáñóäèì òåïåðü ïîäðîáíåå ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷
âñåìè ñïîñîáàìè.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðâûì ñïîñîáîì

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæ-
äîì èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ

( )
4x a

f x
4a 2x

+
=

-
                          (2)

íà ïðîìåæóòêå [–1; 1] ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà
[0; 1].

Ðåøåíèå. Âûäåëèì â ðàâåíñòâå (2) öåëóþ ÷àñòü:

( )
( )4 8 94

4 2 4 2

x a ax a
f x

a x a x

- ++
= = =

- -
9

2
4 2

a

a x
- +

-
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðàôèêîì ôóíêöèè ( )f x  ÿâëÿåòñÿ ëèáî
ãèïåðáîëà ( 0a π ), ëèáî ïðÿìàÿ áåç òî÷êè. Ïðè ýòîì åñëè

Ñåìåéñòâà
ôóíêöèé
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a < 0, òî ôóíêöèÿ ( )f x  ìîíîòîííî óáûâàåò íà ëó÷àõ ( ); 2a-•
è ( )2 ;a +• , à åñëè a > 0, òî ôóíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò
íà ýòèõ ëó÷àõ. Åñëè æå à = 0, òî ( ) 2f x = -  íà âñåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ 0x π . Ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî èñêîìûå çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðà íå ðàâíÿþòñÿ íóëþ.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè òîëüêî íà
îòðåçêå [ ]1; 1- , òî êëàññèôèêàöèÿ ñèòóàöèé îïðåäåëÿåòñÿ
òåì, êàê àñèìïòîòà õ = 2à ãèïåðáîëû ( 0a π ) ðàñïîëàãàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî ýòîãî îòðåçêà.

Ñëó÷àé 1. Âñå òî÷êè ïðîìåæóòêà [ ]1; 1-  íàõîäÿòñÿ ñïðàâà
îò âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû õ = 2à, ò.å. 2à < –1.

Ñëó÷àé 2. Âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà ïåðåñåêàåò ïðîìåæó-
òîê [ ]1; 1- , è ôóíêöèÿ óáûâàåò (êàê è â ñëó÷àå 1), ò.å.

1 2 1, 1
0

0 2

a
a

a

- £ £Ï
¤ - £ <Ì <Ó

.

Ñëó÷àé 3. Âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà ïåðåñåêàåò ïðîìåæó-
òîê [ ]1; 1- , è ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, ò.å.

1 2 1, 1
0

0 2

a
a

a

- £ £Ï
¤ < £Ì >Ó

.

Ñëó÷àé 4. Âñå òî÷êè ïðîìåæóòêà [ ]1; 1-  íàõîäÿòñÿ ñëåâà îò
âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû, ò.å.

1
1 2

2
a a< ¤ > .

Íà ñëåäóþùåì ýòàïå äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ
íàõîäèì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè íà îòðåçêå [ ]1; 1-  â
òî÷êàõ, ãäå îíà îïðåäåëåíà. Ýòî íåòðóäíî ñäåëàòü, ó÷èòûâàÿ
ìîíîòîííîñòü íàøåé ôóíêöèè.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî

äëÿ ñëó÷àÿ 1

( ) ( ) ( )
4 4

1 ; 1 ;
4 2 4 2

a a
E f f f

a a

+ - +È ˘= - =È ˘Î ˚ Í ˙- +Î ˚ ;

äëÿ ñëó÷àÿ 4

( ) ( ) ( )
4 4

1 ; 1 ;
4 2 4 2

a a
E f f f

a a

- + +È ˘= - =È ˘Î ˚ Í ˙+ -Î ˚ .

Òàê êàê â çàäà÷å ðå÷ü èäåò î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè èç îòðåçêà
[ ]0; 1 , òî äëÿ ñëó÷àÿ 2 ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ òîëüêî íà

ïîëóèíòåðâàëå ( ]2 ; 1a  ( ( ) 2f x < -  ïðè x < 2a). Àíàëîãè÷íî,
äëÿ ñëó÷àÿ 3 ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ òîëüêî íà ïîëóèí-

òåðâàëå [ )1; 2a− .

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî íà óêàçàííûõ ïîëóèíòåðâàëàõ

äëÿ ñëó÷àÿ 2

( ) ( ) )
4

1 ; ;
4 2

a
E f f

a

+È ˆ= +• = +•È ˜Î Í ¯-Î
;

äëÿ ñëó÷àÿ 3

( ) ( ) )
4

1 ; ;
4 2

a
E f f

a

- +È ˆ= - +• = +•È ˜Î Í ¯+Î
.

Îñòàëîñü â êàæäîì èç ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ íàïèñàòü óñëîâèÿ
âêëþ÷åíèÿ îòðåçêà [ ]0; 1  â ïðîìåæóòîê íàéäåííîãî ìíîæå-
ñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè ( )f x  è ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùèå
ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:

1) ( )

( )

1
,

2

1 0,

1 1;

a

f

f

Ï < -Ô
ÔÔ £Ì
Ô - ≥Ô
ÔÓ

 2) 

( )

1
0,

2

1 0;

a

f

Ï- £ <Ô
Ì
Ô £Ó

 3) 

( )

1
0 ,

2

1 0;

a

f

Ï < £Ô
Ì
Ô - £Ó

 4) ( )

( )

1
,

2

1 0,

1 1.

a

f

f

Ï >Ô
ÔÔ - £Ì
Ô ≥Ô
ÔÓ

Îòâåò çàäà÷è: [ ) ( ]2; 0 0; 2a Œ - ∪ .
×òîáû ïîëíîñòüþ îñîçíàòü òðóäîåìêîñòü ñïîñîáà íåïîñ-

ðåäñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè,
ðåøèì óêàçàííûì ñïîñîáîì åùå îäíó çàäà÷ó.

Çàäà÷à 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ôóíêöèè

2

6x 12
y

a x

-
=

-
                            (3)

íå ñîäåðæèò íè îäíîãî çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [–3; –1]?
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ÷èñëèòåëü äðîáè â ðàâåíñòâå (3) ïðè

ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà à îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè õ = 2, òî
âñÿ äàëüíåéøàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñèòóàöèé îïðåäåëÿåòñÿ êâàä-
ðàòíûì òðåõ÷ëåíîì â çíàìåíàòåëå è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Ñëó÷àé 1: a < 0.
Ñëó÷àé 2: a = 0.

Ñëó÷àé 3: 2a <  ïðè à > 0.

Ñëó÷àé 4: 2a = .

Ñëó÷àé 5: 2 a< .
Òåïåðü ïîäðîáíåå.
Ñëó÷àé 1 (à < 0). Ïðè à < 0 çíàìåíàòåëü 2a x-  ìåíüøå

íóëÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y > 0 ïðè x < 2 è y < 0 ïðè x >
> 2. Ôóíêöèÿ âñþäó íåïðåðûâíà, à òàê êàê îíà ïðèíèìàåò è
ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà èñêîìîå, åñëè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè
áóäåò áîëüøå íàèáîëüøåãî ÷èñëà èç îòðåçêà [ ]3; 1- - , ò.å.
êîãäà

( )min 1y x > - .                       (4)

Ïîñêîëüêó îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò
òîëüêî ïðè x > 2, òî (!)

(4) ( )
2

min 1
x

y x
>

¤ > - .

Âû÷èñëèì ( )
2

min
x

y x
>

. Ïóñòü õ – 2 = t, t > 0 ïðè x > 2, ïîýòîìó

( ) ( )
2 0

min min
x t

y x y t
> >

= = ( )
2

0

min 6
4 4t

t

t t a>

Ê ˆ- =Á ˜Ë ¯+ + -

= ( )
2

0

6 max
4 4t

t

t t a>

- =
+ + -

( )
0

1
6 max

4
4

t a
t

t

>

-
-Ê ˆ+ +Á ˜Ë ¯

.

Òàê êàê 4 – à > 0 ïðè à < 0 è 
4

2 4
a

t a
t

-
+ ≥ - , òî

0

1 1
max

4 2 4 4
4

2

t a at
>

=
-Ê ˆ - ++ +Á ˜Ë ¯

 ( )4t a= - ,

è ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (4) ïðèíèìàåò âèä

3
1 3

4 2
a

a

-
> - ¤ <

- +
.

Çíà÷èò, âñå îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ à ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè.
Îòâåò â ñëó÷àå 1: à < 0.
Ñëó÷àé 2 (à = 0). Êàê è â ñëó÷àå 1 (ïðîäåëàéòå ñàìîñòîÿ-

òåëüíî), íàõîäèì

( )
2

3
min 1

4x
y x

>

= - > - .

Îòâåò â ñëó÷àå 2: à = 0.
Ñëó÷àé 3 (0 < a < 4). Äëÿ óêàçàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà

( )
( ) ( )

2
6

x
y

x a x a

-
= -

+ -
,

è

0y a x a< ¤ - < <  èëè x > 2.
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Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè íà èíòåðâàëå ( );a a-  åñòü

ëó÷ ( ]; M-• , à íà ëó÷å ( )2; +•  – ïîëóèíòåðâàë [ ); 0m

(äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî), ïðè ýòîì

( )
3

max
2 4a x a

M y x
a- < <

= =
- -

è

( )
2

3
min

2 4x
m y x

a>

-
= =

+ -
.

Ïîýòîìó èñêîìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà â äàííîì ñëó÷àå
îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû

0 4,

1, 0 3.

3

a

m a

M

< <Ï
Ô > - ¤ < <Ì
Ô < -Ó

Îòâåò â ñëó÷àå 3: 0 < a < 3.
Àíàëîãè÷íî èññëåäóþòñÿ ñèòóàöèè â îñòàâøèõñÿ äâóõ

ñëó÷àÿõ (ïðîäåëàéòå ñàìîñòîÿòåëüíî). Äëÿ îðèåíòàöèè ïðè-
âîäèì ýñêèçû ãðàôèêîâ ôóíêöèè ( )y x  äëÿ âñåõ ïÿòè ñëó-
÷àåâ:

Îòâåò çàäà÷è: à < 3.

Óïðàæíåíèÿ

3. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ôóíêöèè

2

2 4x
y

a x

+
=

+
áóäåò ñîäåðæàòü îòðåçîê [ ]0; 1 .

4 (ÌÃÓ, ãåîëîãè÷åñêèé ô-ò, 1988). Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè

( )
2

sin 2 1

cos

x a
y

a x

+ -
=

-

ñîäåðæèò îòðåçîê [ ]1; 2 .

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ âòîðûì ñïîñîáîì

Ðàçáåðåì òå æå çàäà÷è 1 è 2, íî äðóãèì ñïîñîáîì.
Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæ-

äîì èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ

( )
4x a

f x
4a 2x

+
=

-

íà ïðîìåæóòêå [–1; 1] ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà
[0; 1].

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äàííîå ðàâåíñòâî êàê óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî õ. Òîãäà èñõîäíóþ çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü â ñëåäóþùåì ðàâíîñèëüíîì âèäå.

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç
êîòîðûõ óðàâíåíèå

4x a
y

4a 2x

+
=

-                            (5)

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü íà ïðîìåæóòêå [–1; 1] äëÿ
ëþáîãî çíà÷åíèÿ ó èç îòðåçêà [0; 1].

Â òàêîì ñëó÷àå

( )
( ) ( )2 2 4 1 ,

5
2 .

y x a y

x a

+ = -ÏÔ¤ Ì
πÔÓ

Ïðè õ = 2à èç óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî à = 0. Òàê
êàê ïðè à = 0 ðàâåíñòâî (5) ïðèíèìàåò âèä ó = –2, òî,
î÷åâèäíî, çíà÷åíèå à = 0 íå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Ïðè 0a π
ðàâåíñòâî (5) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ ñèñòåìû.

Òàê êàê ( )2 2 0y + π  ïðè 0 1y£ £ , òî

 ( )
( )

4 1
5

2 2

y
x a

y

-
¤ =

+ ,

ò.å. ïðè äàííîì ó çíà÷åíèå õ îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì. Ïîýòîìó äëÿ èñêîìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà äëÿ
ëþáîãî [ ]0; 1y Œ

( )

4 1
1 1

2 2

y
a

y

-
- £ £

+
.                     (6)

Ïðè 4ó – 1 = 0 ýòî äâîéíîå íåðàâåíñòâî èñòèííî ïðè âñåõ
0a π . Ïðè 4 1 0y - π

( )
( )

( )2 24 1
6 1

2 2 4 1

yy
a a

y y

+-
¤ £ ¤ £

+ -
           (7)

äëÿ âñåõ 
1 1

0; ; 1
4 4

y
È ˆ Ê ˘Œ ˜ ÁÍ ˙¯ ËÎ ˚

∪ . Ïîýòîìó

( )2 2
min

4 1

y
a

y

+
£

-
,

ãäå ìèíèìóì âû÷èñëÿåòñÿ íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå çíà÷åíèé
ó. Ïîñêîëüêó (íàéäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî) ýòîò ìèíèìóì ðàâåí
äâóì, òî

(7) 2 2a¤ - £ £ .

Îòâåò çàäà÷è: 2 0a- £ <  èëè 0 2a< £ .

Çàäà÷à 2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ôóíêöèè

2

6x 12
y

a x

-
=

-
                          (8)

íå ñîäåðæèò íè îäíîãî çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [–3; –1]?
Ðåøåíèå. Äàííîå ðàâåíñòâî ðàññìàòðèâàåì êàê óðàâíåíèå

îòíîñèòåëüíî õ:

(8)
2

2

6 12 0,

.

yx x ay

x a

Ï + - - =Ô¤ Ì
πÔÓ

Åñëè 2x a= , òî èç óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî õ = 2,

îòêóäà à = 4. Ïðè à = 4  
6

2
y

x
= -

+
 ( 2x π ± ). Òàê êàê ó

ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ, êðîìå ó = 0 è 
3

2
y = - , òî çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà à = 4 íå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.
Åñëè 4a π , òî

(8) 2
6 12yx x ay¤ + - - = 0.

Äëÿ èñêîìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,



÷òîáû êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî õ óðàâíåíèå íå èìåëî êîðíåé

ïðè âñåõ [ ]3; 1y Œ - - . Ýòî ðàâíîñèëüíî îòðèöàòåëüíîñòè

äèñêðèìèíàíòà äëÿ âñåõ [ ]3; 1y Œ - - :

2

12 9
0

y
D a

y

- -
< ¤ < ,

ò.å.
2

3 1

1 1
min 9 12

y
a

y y- £ £-

Ê ˆÊ ˆ Ê ˆ
< - - =Á ˜Á ˜ Á ˜Á ˜Ë ¯ Ë ¯Ë ¯

( )2

1
1

3

min 9 12 3
t

t t
- £ £-

- - = ,

îòêóäà à < 3.
Îòâåò çàäà÷è: à < 3.
Ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî îñíîâíûå çàäà÷è åñòåñòâåííûì

îáðàçîì âçàèìîñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Ïîñìîòðèòå, êàê èçÿùíî
ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó 2 îò ïðîòèâíîãî.

Ðåøåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü à åñòü íå èñêîìîå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî
çíà÷åíèå 0x , ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé
ðàâåíñòâîì (8), áóäåò ïðèíàäëåæàòü îòðåçêó [ ]3; 1- - . À ýòî
â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ õîòÿ áû îäíîãî
ðåøåíèÿ äâîéíîãî íåðàâåíñòâà

( ) ( )3 1 1 3 0y y y- £ £ - ¤ + + £ .

Âûðàæàÿ y ÷åðåç x, ïîëó÷èì, ÷òî íåðàâåíñòâî

2 2

6 12 6 12
1 3 0

x x

a x a x

- -Ê ˆ Ê ˆ+ + £ ¤Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯- -

( ) ( )

( )

2 2

2
2

6 12 2 4
0

x x a x x a

x a

- - + - - +
¤ £

-
 (9)

äîëæíî èìåòü õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.
Ñîãëàñèòåñü, ÷òî íåðàâåíñòâî (9) èìååò õîòÿ áû îäíî

ðåøåíèå ïðè íåîòðèöàòåëüíîñòè õîòÿ áû îäíîãî èç äèñêðè-
ìèíàíòîâ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ â ÷èñëèòåëå è âçàèìíîãî
ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) âñåõ òðåõ
êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ.

Óïðàæíåíèå 5. à) Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî

( ) ( )2 2

1 1 2 2 0x p x q x p x q+ + + + £

ïðè 1 2p pπ  èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà õîòÿ áû îäèí èç äèñêðèìèíàíòîâ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ

2

1 1x p x q+ +  è 2

2 2x p x q+ +  íåîòðèöàòåëåí.
á) Äîêàæèòå òî æå ñàìîå è äëÿ íåðàâåíñòâà

( ) ( )

( )

2 2

1 1 2 2

2
2

3 3

0
x p x q x p x q

x p x q

+ + + +
£

+ +
,

ãäå 
1 2p pπ , 2 3p pπ , 3 1p pπ .

Óêàçàíèå. Äëÿ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ 2

1 1ax b x c+ +  è
2

2 2ax b x c+ +  óñëîâèå 
1 2b bπ  ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ãðàôèêè

ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé èìåþò åäèíñòâåííóþ
îáùóþ òî÷êó.

Â íàøåé çàäà÷å 1p = –6, 2 2p = -  è 3 0p = . Ïîýòîìó
íåîòðèöàòåëüíîñòü õîòÿ áû îäíîãî èç äèñêðèìèíàíòîâ êâàä-
ðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ â ÷èñëèòåëå äðîáè íåðàâåíñòâà (9) ÿâëÿ-
åòñÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìûì, íî, â ñèëó óïðàæíåíèÿ 5, è
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ýòîãî íåðà-
âåíñòâà.

Èìååì
1

2

0
3

0

D
a

D

≥È
¤ ≥Í ≥Î

,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñå îñòàâøèåñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ò.å.
à < 3, ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè.

Óïðàæíåíèå 6. Ðåøèòå âòîðûì ñïîñîáîì óïðàæíåíèÿ 3 è 4.

Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷ òðåòüèì ñïîñîáîì

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì çàäà÷ó, êîòîðàÿ ñ ìîìåíòà åå
ïîÿâëåíèÿ âî âñåõ èñòî÷íèêàõ îïóáëèêîâàíà ñ íåâåðíûì
îòâåòîì.

Çàäà÷à 3 (ÌÃÓ, ãåîëîãè÷åñêèé ô-ò, 1988). Íàéäèòå âñå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé

ôóíêöèè 
( )
2

sin

cos

x 2 1 a
y

a x

+ -
=

-
 ñîäåðæèò îòðåçîê  [1; 2].

Ðåøåíèå. Ïóñòü sins x= , ð = à – 1. Òîãäà çàäà÷ó ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ð, ïðè êîòîðûõ ìíîæå-
ñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè

2

s 2p
y

s p

-
=

+
,                           (10)

ãäå s Œ[–1; 1], ñîäåðæèò îòðåçîê [1; 2].
Èç ðàâåíñòâà (10) ïîëó÷èì

( )2
2s p y s p+ = - .                      (11)

Ýòî ðàâåíñòâî ïðè 2
0s p+ π  ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó (10), à

ïðè 2
0s p+ =  è s – 2p = 0 îíî èñòèííî ïðè âñåõ (ñëåäîâà-

òåëüíî, âîçìîæíî è ïðè «ëèøíèõ») çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé
ó. Ïîýòîìó òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ð, ïðè êîòîðûõ îäíîâðå-

ìåííî 2
0s p+ =  è s – 2ð = 0, òðåáóþò îòäåëüíîãî àíàëèçà íà

ïðèíàäëåæíîñòü ê îòâåòó.
Óêàçàííûå çíà÷åíèÿ íàõîäèì èç ñèñòåìû

2

1
,

0,0, 4
 ,ë, 

0 12 0
.

2

p
ps p

ss p
s

Ï = -ÔÏ =Ï+ =Ô Ô¤Ì Ì Ì=- =Ô ÓÓ Ô = -
ÔÓ

Òàê êàê 1 1s- £ £ , òî îáà çíà÷åíèÿ ð = 0 è 
1

4
p = -  ìîãóò

ñïðîâîöèðîâàòü ïîÿâëåíèå «ëèøíèõ» çíà÷åíèé ïåðåìåí-
íîé ó.

Ñëó÷àé ð = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ( )
1

y s
s

=  íà îòðåçêå

[ ]1; 1-  ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà [ ]1; 2  (ò.å.

( ) [ ]1; 2E y … ), è, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå ð = 0 ÿâëÿåòñÿ
îäíèì èç èñêîìûõ.

Ñëó÷àé 
1

4
p = - . Òîãäà 

2

1

12
1 1

4 2

s
y

s s

+
= =

- -
, ãäå 

1

2
s π ± .

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè ( )y s  íà îòðåçêå [ ]1; 1-  íå

ñîäåðæèò ïðîìåæóòîê [ ]1; 2 . Ïîýòîìó çíà÷åíèå 
1

4
p = -  íå

ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.
Ïðåîáðàçóåì òåïåðü ðàâåíñòâî (11) ê âèäó

( ) 2
2y p s ys+ ◊ = - .

Òàê êàê íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî çíà÷åíèÿ ó èç ïðîìåæóòêà
[ ]1; 2 , òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó

( 2 0y + π ):

2

2

s ys
p

y

-
=

+
.                          (12)

Ï Ð À Ê Ò È Ê Ó Ì  À Á È Ò Ó Ð È Å Í Ò À

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 34)
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� Çàáëóæäàåòñÿ òîò, êòî ïîëàãàåò, ÷òî â Äðåâíåì Åãèïòå

ñóùåñòâîâàëà ñóãóáî «ïðàêòè÷åñêàÿ» ìàòåìàòèêà, îáñëóæè-

âàâøàÿ èñêëþ÷èòåëüíî áûòîâûå ðàñ÷åòû. Åñëè áû ýòî

äåéñòâèòåëüíî áûëî òàê, òî èç-ïîä ïåðà äðåâíååãèïåòñêîãî
ïèñöà Àõìåñà â íà÷àëå âòîðîãî òûñÿ÷åëåòèÿ äî íàøåé ýðû

íå ïîÿâèëàñü áû çàäà÷à, ïðèâëåêøàÿ ïîòîìêîâ îòâëå÷åííîé

èãðîé óìà:

«Ó 7 ëèö åñòü 7 êîøåê, êàæäàÿ êîøêà ñúåäàåò ïî 7 ìûøåé,

êàæäàÿ ìûøü ñúåäàåò ïî 7 êîëîñüåâ ÿ÷ìåíÿ, èç êàæäîãî

êîëîñà ìîæåò âûðàñòè 7 ìåð çåðíà. Êàêîâ ðÿä ÷èñåë,
âîçíèêàþùèõ èç ýòîé çàäà÷è, êàê âåëèêà ñóììà åãî ÷ëå-

íîâ?»

Âïîñëåäñòâèè ýòà çàäà÷à ïåðåêî÷åâàëà â ôîëüêëîð ìíîãèõ

íàðîäîâ. Íàïðèìåð, â ðîññèéñêîì âàðèàíòå îíà çâó÷àëà òàê:

«Øëè ñåìü ñòàðöåâ, ó êàæäîãî ñòàðöà ïî ñåìè êîñòûëåé,

íà âñÿêîì êîñòûëå ïî ñåìè ñó÷êîâ, íà êàæäîì ñó÷êå ïî ñåìè
êîøåëåé, â êàæäîì êîøåëå ïî ñåìè ïèðîãîâ, à â êàæäîì

ïèðîãå ïî ñåìè âîðîáüåâ. Ñêîëüêî âñåãî?»

Ïî ñóùåñòâó, â ýòîé çàäà÷å ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè ñóììû

÷ëåíîâ êîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòå-

ëåì 7.

Àðèôìåòè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèè áûëè îáúåê-
òîì âíèìàíèÿ íå òîëüêî â Äðåâíåì Åãèïòå, íî è â äðóãèõ

î÷àãàõ äðåâíåé êóëüòóðû. Íàïðèìåð, â îäíîé èç äðåâíåâà-

âèëîíñêèõ êëèíîïèñíûõ òàáëè÷åê ñîäåðæèòñÿ çàäà÷à î

äåëåæå íàñëåäñòâà ìåæäó äåñÿòüþ áðàòüÿìè â ñîîòâåòñòâèè

ñ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé:

«Åñòü 10 áðàòüåâ è 
2

1
3

 ìèíû ñåðåáðà. Áðàò âûøå áðàòà (â

îòíîøåíèè åãî äîëè). Íà ñêîëüêî îí âûøå, ÿ íå çíàþ. Äîëÿ

âîñüìîãî 6 øåêåëåé. Áðàò íàä áðàòîì, íà ñêîëüêî îí âûøå?»

(Äëÿ æåëàþùèõ ïîïðîáîâàòü ñâîè ñèëû â ðåøåíèè ýòîé

çàäà÷è ñîîáùèì, ÷òî 1 ìèíà – åäèíèöà âåñà, ðàâíàÿ 60

øåêåëÿì.)
� Ñðåäíåâåêîâûé àëãåáðàèñò

Äæèðîëàìî Êàðäàíî  íàðÿäó ñ

àðèôìåòè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñ-

êîé ïðîãðåññèÿìè, êîòîðûå îí

íàçûâàë «ðàâíîâîçðàñòàþùè-

ìè», ðàññìàòðèâàë òàêæå «êîí-
ôîðìíî âîçðàñòàþùèå» ïðî-

ãðåññèè. Òàê îí íàçûâàë ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðûõ äëÿ

àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè

ðàçíîñòü, à äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé

– çíàìåíàòåëü èìåþò äâà ÷åðå-
äóþùèõñÿ çíà÷åíèÿ.

Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

a, a + d, a + 2d, a + 3d, ...

îáîáùàëàñü èì íà ïðîãðåññèþ a, a + d, a + r, a + 2d + r,
a + 2d + 2r, a + 3d + 2r, a + 3d + 3r, ..., à ãåîìåòðè÷åñêàÿ

ïðîãðåññèÿ a, aq, 2aq , 3aq , ... – íà ïðîãðåññèþ a, aq, aqp,
2aq p , 2 2aq p , 3 2aq p , 3 3aq p , … Êðîìå ýòèõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé, Êàðäàíî ðàññìàòðèâàë «ðàâíîìåðíî-âîçðàñòà-

þùèå» ïðîãðåññèè. Â ýòèõ ïðîãðåññèÿõ ðàçíîñòè èëè

çíàìåíàòåëè âîçðàñòàþò êàê àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-

ñèÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ îáîá-

ùàåòñÿ íà ïðîãðåññèþ a, a + d, a + d + 2d, a + d +
+ 2d + 3d, ... à ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ – íà ïðîãðåñ-

ñèþ a, aq, ( )1aq q + , ( ) ( )1 2aq q q+ + , ... Â êà÷åñòâå

ïîëåçíîãî óïðàæíåíèÿ ðåêîìåíäóåì íàéòè âûðàæåíèå

îáùåãî ÷ëåíà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ Êàðäàíî.

� Â ñëåäóþùåé ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷å âîçíèêàåò åùå

îäèí ëþáîïûòíûé âèä îáîáùåíèÿ – àðèôìåòèêî-ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Ýòó ïðîãðåññèþ ìîæíî îïè-

ñàòü ðåêóððåíòíîé çàâèñèìîñòüþ

1n n
x ax b

+

= + ,

ãäå à è b – íåíóëåâûå êîíñòàíòû, n = 0, 1, 2, ...

Ïðåäïîëîæèì, â íåêîòîðîé òåõíîëîãè÷åñêîé öåïî÷êå

ïðîèçâîäñòâà òîâàðîâ (n + 1)-é ïðîèçâîäèòåëü ïîêóïàåò

ïðîìåæóòî÷íûé òîâàð ó n-ãî ïðîèçâîäèòåëÿ, îáðàáà-

òûâàåò (èëè äîðàáàòûâàåò) åãî è, åñòåñòâåííî, ñâîé

ïðîäóêò ïðîäàåò äîðîæå ñëåäóþùåìó ó÷àñòíèêó ïðî-
öåññà. Ïðè ýòîì îòïóñêíàÿ öåíà òîâàðà 

n
x  ó n-ãî

ïðîèçâîäèòåëÿ óìíîæàåòñÿ íà êîýôôèöèåíò à > 1,

ó÷èòûâàþùèé íàëîã ñ ïðîäàæ. Ñòîèìîñòü îòïóñêíîãî

òîâàðà 1n
x

+

 ó (n + 1)-ãî ïðîèçâîäèòåëÿ óâåëè÷èâàåòñÿ

ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîíåñåííûìè èì çàòðàòàìè íà âåëè÷èíó
b. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàÿ âåëè÷èíó b ïîñòîÿííîé äëÿ

âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé, ïðèõîäèì ê ðåêóððåíòíîé ñõåìå

ðîñòà öåíû òîâàðà ïî ìåðå ïðîäâèæåíèÿ åãî ïî òåõíî-

ëîãè÷åñêîé öåïî÷êå. Âûðàæåíèå îáùåãî ÷ëåíà ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä 0

1

1

n

n

n

a
x a x b

a

-
= +

-
.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíàÿ ñòîèìîñòü òîâàðà äî-

âîëüíî ñèëüíî – ïîëèíîìèàëüíî – çàâèñèò îò âåëè÷èíû

íàëîãà ñ ïðîäàæ (êîýôôèöèåíòà à). Êðîìå òîãî, îíà

ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò öåíû 0x , êîòîðóþ íàçíà÷àåò
ïåðâûé ïðîèçâîäèòåëü òåõíîëîãè÷åñêîé öåïî÷êè. Îò-

ñþäà ïîíÿòíî, ïî÷åìó íåçíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå öåíû

íà áàçîâûé òîâàð (íàïðèìåð, òîïëèâî) ïðèâîäèò ê

ðåçêîìó ñêà÷êó öåí íà âñå äðóãèå ïðîäóêòû ïðîèçâîä-

ñòâà.

� Ñðåäè ïåðâûõ ÷ëåíîâ
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåñ-

ñèè 7, 17, 27, 37, 47, 57,

67, ... âñòðå÷àåòñÿ ñðàâíè-

òåëüíî ìíîãî ïðîñòûõ ÷è-

ñåë. Áóäóò ëè ïðîñòûå ÷èñ-

ëà â ýòîé ïðîãðåññèè îáðà-
çîâûâàòü áåñêîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî èëè æå, íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî ìåñòà, îò íèõ

íå îñòàíåòñÿ è ñëåäà? Îêà-

çûâàåòñÿ, íå òîëüêî â ýòîé,

íî è â ëþáîé äðóãîé àðèô-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ó

êîòîðîé ïåðâûé ÷ëåí è åå

ÏÐÎÃÐÅÑÑÈÈ

Äæ.Êàðäàíî (1501–1576)

Ë.Äèðèõëå (1805–1859)



ðàçíîñòü âçàèìíî ïðîñòû, ïðîñòûå ÷èñëà áóäóò âñòðå-

÷àòüñÿ â íåîãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå. Ýòî âïåðâûå äîêà-

çàë Ïåòåð Ãóñòàâ Ëåæ¸í Äèðèõëå â 1837 ãîäó, ïðèâëå-

êàÿ àïïàðàò âûñøåé ìàòåìàòèêè. Â 1949 ãîäó À. Ñåëü-

áåðã îïóáëèêîâàë ýëåìåíòàðíîå (íî íå ïðîñòîå!) äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû Äèðèõëå.

Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ýëåìåíòàðíîå äîêàçà-

òåëüñòâî íàéòè ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíî. Íàïðèìåð,

äîêàæåì, ÷òî â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ïåðâûì

÷ëåíîì 3 è ðàçíîñòüþ 4 âñòðå÷àåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî

ïðîñòûõ ÷èñåë, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîñòûõ ÷èñåë
âèäà 4t + 3 áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë

âèäà 4t + 3, è ðàññìîòðèì ÷èñëî N, ðàâíîå èõ ïðîèçâå-

äåíèþ. Ïîñêîëüêó ÷èñëî 4N + 3 íå÷åòíîå, òî âñå åãî

ïðîñòûå äåëèòåëè èìåþò âèä 4n + 3 èëè 4n + 1. ×èñëî

4N + 3 íå ìîæåò èìåòü â êà÷åñòâå äåëèòåëåé òîëüêî

÷èñëà âèäà 4n + 1, âåäü ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âèäà 4n + 1

ñàìî èìååò òàêîé æå âèä. Ïóñòü D – íåêîòîðûé ïðîñòîé

äåëèòåëü ÷èñëà 4N + 3, èìåþùèé âèä 4n + 3. Ïîñêîëüêó

÷èñëî 4N + 3 íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç ïðîñòûõ ÷èñåë
âèäà 4t + 3 (ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë

êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî, à èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî ÷èñëó

N), òî îáíàðóæåííûé íàìè íîâûé ïðîñòîé äåëèòåëü D
äîëæåí áûòü áîëüøå, ÷åì âñå ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 4t +
+ 3, ðàññìîòðåííûå ðàíåå. Ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó

íèêàêèõ íîâûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé, ïî íàøåìó ïðåäïî-
ëîæåíèþ, áûòü íå ìîæåò.

� Ïðåäïîëîæèì, ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

êàêèì óãîäíî îáðàçîì ðàçáèòî íà ÷àñòè (íàïðèìåð, íà

÷èñëà ÷åòíûå è íå÷åòíûå, ïðîñòûå è ñîñòàâíûå è ò.ï.).

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé èç
ýòèõ ÷àñòåé íàéäóòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè ñî

ñêîëü óãîäíî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ÷ëåíîâ? Íåñìîòðÿ

íà ïðîñòîòó âîïðîñà è î÷åâèäíîñòü îòâåòà, çàäà÷à ýòà

îêàçàëàñü íå òàêîé óæ ïðîñòîé. Èçâåñòíûé ó÷åíûé è

ïåäàãîã Àëåêñàíäð ßêîâëåâè÷ Õèí÷èí (1894–1959)

íàçâàë åå îäíîé èç «æåì÷óæèí òåîðèè ÷èñåë». Â êîíöå
äâàäöàòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ åå ðåøèë ãîëëàí-

äñêèé ìàòåìàòèê Âàí äåð Âàðäåí, äîêàçàâ ñëåäóþùóþ

òåîðåìó. Ïóñòü k è l – ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå

÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n
(çàâèñÿùåå îò k è l), ÷òî ïðè ðàçáèåíèè ëþáîãî îòðåçêà

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äëèíû n ëþáûì ñïîñîáîì íà k
êëàññîâ (ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü è ïóñòûå) ïî

êðàéíåé ìåðå â îäíîì èç ýòèõ êëàññîâ íàéäåòñÿ àðèô-

ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ äëèíû l.

Çíàåòå ëè âû, ÷òî...

� Ñóùåñòâóþò àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè ïðîèç-

âîëüíîé äëèíû, ñîñòàâëåííûå èç ðàçëè÷íûõ ïîïàðíî

âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë.

� Â êàæäîé âîçðàñòàþùåé àðèôìåòè÷åñêîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè, ÷ëåíàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûå

÷èñëà, ñóùåñòâóåò îòðåçîê ïðîèçâîëüíîé äëèíû, ñîñòî-
ÿùèé òîëüêî èç ñîñòàâíûõ ÷èñåë.

� Ñóùåñòâóåò àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ èç íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùàÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ,

ÿâëÿþùèõñÿ òî÷íûìè êâàäðàòàìè.

� Íå ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áûëî áû ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî

÷èñëà ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì, áîëüøèì 1.

� Íå ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ êâàäðàòîâ íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë, ñîñòàâëÿþùèõ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ
(Ï.Ôåðìà).

� Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíî-

ãî òðîåê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

x, y è z, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëà

( )1x x + , ( )1y y + , ( )1z z +
ñîñòàâëÿþò âîçðàñòàþùóþ
àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

� Åñëè ñòîðîíû ïðÿìîóãîëü-

íîãî òðåóãîëüíèêà âûðàæàþò-

ñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè a, b,

c, îáðàçóþùèìè àðèôìåòè÷åñ-

êóþ ïðîãðåññèþ, òî a : b : c =
= 3 : 4 : 5.

� Íå ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþ-

ùèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåñ-

ñèé, ñîñòîÿùèõ èç ÷åòûðåõ

÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è (îïðåäåëÿåìîé óñ-

ëîâèÿìè 1 2 1u u= = , 2 1n n n
u u u

+ +

= +  äëÿ n = 1, 2, ...),
îäíàêî ñóùåñòâóþò âîçðàñòàþùèå àðèôìåòè÷åñêèå ïðî-

ãðåññèè, ñîñòîÿùèå èç òðåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ôèáîíà÷÷è.

� Ïðîãðåññèÿ 11k + 4  (k = 0, 1, 2, ...) íå ñîäåðæèò íè îäíîãî

÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è.

� Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåñ-
ñèé, îáðàçîâàííûõ èç òðåõ ðàçíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

� Èçâåñòíî ìíîãî ïðîãðåññèé, îáðàçîâàííûõ èç òðåõ ðàç-

ëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ïåðâûìè ÷ëåíàìè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

÷èñëî 3, íàïðèìåð: 3, 7, 11; 3, 11, 19; 3, 17, 31; 3, 23, 43;

3, 31, 59; 3, 37, 71; 3, 41, 79; 3, 43, 83, îäíàêî íåèçâåñòíî,
ñóùåñòâóåò ëè èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî.

� Ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ

ðàçíîñòüþ 10, ñîñòàâëåííàÿ èç òðåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, à

èìåííî ïðîãðåññèÿ 3, 13, 23.

� Íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íî ìíîãî àðèôìåòè-

÷åñêèõ ïðîãðåññèé, îáðàçîâàííûõ èç òðåõ ïðîñòûõ ÷èñåë,
ïåðâûì ÷ëåíîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëþáîå ïðîñòîå íå÷åòíîå

÷èñëî.

� Åñëè n ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ÿâëÿþòñÿ

ïðîñòûìè íå÷åòíûìè ÷èñëàìè, òî ðàçíîñòü ïðîãðåññèè

äåëèòñÿ íà êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî, ìåíüøåå n (Â.Òåáîëüò).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459,
1669, 1879, 2089 ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé,

ñîñòîÿùåé èç äåñÿòè âîçìîæíî íàèìåíüøèõ ïðîñòûõ ÷è-

ñåë.

� Ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íàÿ ïðîãðåññèÿ èç 13 ïðîñòûõ ÷è-

ñåë: 4943, 65003, 125063, 185123, 245183, 305243, 365303,

425363, 485423, 545483, 605543, 665603, 725663.
� Íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ,

ñîñòîÿùàÿ èç n ïðîñòûõ ÷èñåë, ãäå n – ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

� Íè îäèí ÷ëåí ïðîãðåññèè 30k + 7 (k = 1, 2, 3, ...) íå

ÿâëÿåòñÿ íè ñóììîé, íè ðàçíîñòüþ äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë À.Æóêîâ

Ï.Ôåðìà (1601–1665)
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Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ 0y  è 0s  ðàâåíñòâî (12)
îáúÿâëÿåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ð, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò 0s

òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ 
2

2s p
y

s p

-
=

+
 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0y .

Ïîýòîìó ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè 0y  è èçìåíåíèè s îò
–1 äî 1 ìû ïîëó÷èì âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ð, ïðè êîòîðûõ
äàííîå çíà÷åíèå 0y  äîñòèãàåòñÿ õîòÿ áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè
s èç ïðîìåæóòêà 1 1s- £ £ .

Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé ó ðàâåíñòâî
(12) îáúÿâëÿåò êâàäðàòè÷íóþ çàâèñèìîñòü ð îò s. Òàê êàê ïðè
1 2y£ £  àáñöèññà âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàáîëû ðàâ-

íà 
2

y
 è âñåãäà ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [ ]

1
; 1 1; 1

2

È ˘ Ã -Í ˙Î ˚
, òî

ìíîæåñòâî óêàçàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ð åñòü îòðåçîê

( )1 ;
2

y
p p
È ˘Ê ˆ- Á ˜Í ˙Ë ¯Î ˚

, ò.å. îòðåçîê

( )

1 1

2 4 2

y
p

y y y

+
- £ £

+ +
.                (13)

Ïîñêîëüêó ìû èùåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ð, ïðè êîòîðûõ
äîñòèãàåòñÿ ëþáîå çíà÷åíèå ó èç îòðåçêà [ ]1; 2 , òî èñêîìûå
çíà÷åíèÿ åñòü íå ÷òî èíîå êàê îáùèå òî÷êè âñåõ îòðåçêîâ
âèäà (13), êîãäà ó ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 2.

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ âñåõ [ ]1; 2y Œ  äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

äâîéíîå íåðàâåíñòâî (13), ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

( )1 2 1 2

1 1
max min

2 4 2y y

y
p

y y y£ £ £ £

Ê ˆ+
- £ £Á ˜+ +Ë ¯

.

Òàê êàê 
1 1

1
2 2

y

y y

+
- = - +

+ +
, òî 

1 2

1 2
max

2 3y

y

y£ £

Ê ˆ+
- = -Á ˜+Ë ¯

. Ìèíè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå äðîáè 
( )

1

4 2y y +
 íà îòðåçêå [ ]1; 2  äîñòèãà-

åòñÿ ïðè ó = 2 è ðàâíî 
1

32
. Ïîýòîìó ïîñëåäíåå äâîéíîå

íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

2 1

3 32
p- £ £ .

Ó÷èòûâàÿ ðàíåå ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè ð = 0 è 
1

4
p = - ,

ïîëó÷àåì

2 1
,

3 32

1
.

4

p

p

Ï- £ £ÔÔ
Ì
Ô π -
ÔÓ

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé à, íàõîäèì îòâåò çàäà÷è:

1 3 3 33
; ;

3 4 4 32
a

È ˆ Ê ˘Œ ˜ ÁÍ ˙¯ ËÎ ˚
∪ .

Óïðàæíåíèå 7. Ðåøèòå òðåòüèì ñïîñîáîì çàäà÷ó 2.

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 28)

Ïî ñëåäàì íàøèõ ïóáëèêàöèé

«Äëÿ îñòðîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
( ) ( )7 1f f£ , îäíàêî ïîëó÷åííîå àâòîðàìè çàäà÷è äîêàçàòåëüñòâî

ýòîãî ôàêòà íåýëåìåíòàðíî ïî ñðåäñòâàì è äîâîëüíî ñëîæíî.
Àâòîðû çàðàíåå ïðèçíàòåëüíû ÷èòàòåëÿì çà íàõîæäåíèå è
ïðèñûëêó ýëåìåíòàðíîãî äîêàçàòåëüñòâà», òàê ìû ïèñàëè, çà-
âåðøàÿ ðåøåíèå çàäà÷è Ì1899.

Ìàòåìàòèê èç Áîëãàðèè Àëåêñàíäð Èâàíîâ ïðèñëàë â ðåäàê-
öèþ ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà. Ïðèâåäåì åãî.

Îáîçíà÷èì: , ,α β γ  – óãëû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà,
( )f t sin sin sint t tα β γ= + + .

Òåîðåìà. ( ) ( )f 1 f 7≥ .

Ëåììà 1. ( )f 1 2> .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α β γ≥ ≥ . Ïîñêîëüêó

0
2 2 2

π α β γ-
> > ≥ ,

òî

sin sin sinα β γ+ + =

= 2
sin 2cos cos sin 2cos

2 2 2

α β γ αα α
-

+ > + = sin cos 1 2α α+ + > .

(Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî: sin α  è cos α  – êàòåòû
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ ãèïîòåíóçîé äëèíû 1.)

Ëåììà 1 äîïóñêàåò ïðîçðà÷íóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòà-
öèþ è êðàñèâîå ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 2. Åñëè sin 0t α £ , òî ( ) ( )f 1 f t> .

Ëåììà 3. Åñëè a c£  è b d≥ , òî 
( ) ( )a c b d

ab cd
2

+ +
+ £ .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü α β γ≥ ≥ . Èç ëåììû 2

ñëåäóåò, ÷òî 7 3α π< , îòêóäà 
3

7

πβ α£ < . Çíà÷èò, 
7

πγ > , îòêóäà

7 2γ π> , 
2

7 4

π πγ > > . Ïîýòîìó âñþäó íèæå ìû áóäåì ñ÷èòàòü

4 3

π πγ< < .

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî ( ) ( )7 1f f£  â âèäå

sin 3 cos 4 sin 3 cos 4 sin 3 cos 4α α β β γ γ+ £ - .

Òàê êàê 
3

3
2

ππ α£ < , 0 3 3β α< £ , òî sin 3 sin 3α β£ . Ïîñêîëüêó

4 4 2π β α π< £ < , òî cos 4 cos 4α β≥ . Îòñþäà ïî ëåììå 3

( ) ( )sin 3 sin 3 cos 4 cos 4
sin 3 cos 4 sin 3 cos 4

2

α β α β
α α β β

+ +
+ £ ,

ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

( ) ( )sin 3 sin 3 cos 4 cos 4 2sin 3 cos 4α β α β γ γ+ + £ - ,

èëè

( ) ( )
( ) ( )

3 3
2sin cos 2cos2 cos2

2 2

α β α β
α β α β

+ -
◊ + - £

3 3
4sin cos cos 4

2 2

γ γ γ£ - ,

èëè

( )
( )

3 3
cos2 cos cos2 sin cos 4

2 2

α β γ
γ α β γ

-
- ≥ .

Òàê êàê cos2 0γ <  è 
( )

( )
3

cos cos2 1
2

α β
α β

-
- £ , òî

( )
( )

3
cos2 cos cos2 cos2

2

α β
γ α β γ

-
- ≥ , è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

11 5
2cos2 sin sin

2 2

γ γγ ≥ - .

Èìååì 
7 11 11 11

6 8 2 6

π π γ π
< < < , îòêóäà 

11 1
sin

2 2

γ
< - . Äàëåå,

5 5

2 2 6

π γ π
< < , îòêóäà 

5 1
sin

2 2

γ
> , è 

11 5
sin sin 1

2 2

γ γ
- < - . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, òàê êàê 
2

2
2 3

π πγ< < , òî 2cos2 1γ > - .

Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.
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Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

(ôàêóëüòåòû ñïåöèàëüíîé òåõíèêè
è èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè)

1. Ïàññàæèð ïîåçäà, äâèæóùåãîñÿ ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñ-
òüþ 1 54 *ì ÷v = , âèäèò â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè

0 60 ct =  äðóãîé ïîåçä äëèíîé l = 300 ì, êîòîðûé äâèæåòñÿ
ïî ñîñåäíåìó ïóòè â òîì æå íàïðàâëåíèè ñ áîëüøåé ñêîðîñ-
òüþ. Íàéäèòå ñêîðîñòü 2v  âòîðîãî ïîåçäà.

2. Íà ïîäâèæíîé òåëåæêå ìàññîé Ì, íàõîäÿùåéñÿ íà
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ñ ïîìîùüþ ëåãêîãî ñòåðæíÿ,
êîòîðûé ìîæåò ñâîáîäíî âðà-
ùàòüñÿ âîêðóã òî÷êè Î (ðèñ.1),
ïîäâåøåí ìàëåíüêèé øàðèê ìàñ-
ñîé m. Âíà÷àëå ñèñòåìà ïîêîè-
ëàñü. Øàðèêó êðàòêîâðåìåííûì
óäàðîì ñîîáùàþò ãîðèçîíòàëü-
íóþ ñêîðîñòü v. Íà êàêóþ íàè-
áîëüøóþ âûñîòó Í ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì óðîâíåì
ïîäíèìåòñÿ øàðèê? Ñ÷èòàòü, ÷òî
óãîë îòêëîíåíèÿ ñòåðæíÿ îò âåð-
òèêàëè íå ïðåâûøàåò 90°. Òðå-
íèåì è ìàññîé êîëåñ òåëåæêè
ïðåíåáðå÷ü.

3. Â ïëîñêèé âîçäóøíûé êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ, ïîä-
êëþ÷åííûé ê èñòî÷íèêó òîêà ñ ÝÄÑ E , ìåäëåííî âäâèíóëè
ïëàñòèíêó èç äèýëåêòðèêà ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñ-
òüþ ε , êîòîðàÿ çàïîëíèëà âåñü îáúåì ìåæäó îáêëàäêàìè.
Êàêóþ ðàáîòó À ïðîòèâ ñèë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íåîáõîäèìî
áûëî ñîâåðøèòü, ÷òîáû âäâèíóòü ïëàñòèíêó â êîíäåíñàòîð,
è êàêóþ ðàáîòó 

“2
A  ñîâåðøèëè ïðè ýòîì ñòîðîííèå ñèëû

èñòî÷íèêà? Ñîïðîòèâëåíèåì ïîäâîäÿùèõ ïðîâîäîâ è âíóò-
ðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì èñòî÷íèêà ïðåíåáðå÷ü.

4. Ãîðèçîíòàëüíûé öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ðàçäåëåí íà äâå
÷àñòè òîíêèì ïîðøíåì, êîòîðûé ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ.

Èíñòèòóò êðèïòîãðàôèè, ñâÿçè
è èíôîðìàòèêè Àêàäåìèè ÔÑÁ ÐÔ

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

(ôàêóëüòåòû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
è èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

1
4 3

1

x
x

x

-
< + -

-
.

2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

( )

( ) ( ) ( )

2

3

2

1 3 1 3 3

2 2

2 log 2

log 2 log log ,

2 9.

x y

x y x y x y

x xy y

Ï + =
ÔÔ= + - + -Ì
Ô

+ - =ÔÓ
3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )
( )

( )

2

5
7

2 2

7 5

log 8 12log 12

log 9 log 9

x x

x x

+ +
≥

- -
.

4. Âûñîòû ðàâíîáåäðåííîãî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà ÀÂÑ, â êîòîðîì ÀÂ = ÂÑ, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î.
Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, åñëè ÀÎ = 5, à âûñî-
òà AD ðàâíà 8.

5. ×èñëà sin x- , 4 sin x ctg 2x , cos x  ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ íîìåðàìè k, k + 1, k + 2
ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ õ è k, ïðè êîòîðûõ

ñåäüìîé ÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè ðàâåí 
1

5
.

6. Äëÿ òîãî ÷òîáû óñïåòü íà ïîñëåäíèé ýëåêòðîïîåçä, ñåìüå
èç ÷åòûðåõ ÷åëîâåê íóæíî ïåðåéòè ïî ïåøåõîäíîìó ìîñòó
áûñòðåå ÷åì íà 32 ìèíóòû. Îäíîâðåìåííî ïî ìîñòó ìîãóò
èäòè íå áîëåå äâóõ ÷åëîâåê, ïðè÷åì ââèäó òåìíîãî âðåìåíè
íåïðåìåííî ñ ôîíàðèêîì. Åñëè ìîñò ïðîõîäÿò äâîå, òî îíè
äâèãàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ òîãî, êòî èäåò ìåäëåííåå. Óñïåþò ëè
íà ïîñëåäíèé ïîåçä âñå ÷ëåíû ñåìüè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â
îäèíî÷êó Þðà ìîæåò ïåðåéòè ìîñò çà 2 ìèíóòû, Êàòÿ – çà
4 ìèíóòû, Èãîðåê – çà 10 ìèíóò, à Ìàðèÿ Èâàíîâíà – çà 16
ìèíóò? Ôîíàðèê ó ñåìüè òîëüêî îäèí.

Âàðèàíò 2

(ôàêóëüòåòû ñïåöèàëüíîé òåõíèêè
è èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè)

1. Íàéäèòå óðàâíåíèå ïàðàáîëû ïî òðåì åå òî÷êàì: ( )1; 4A ,
( )2; 9B , ( )1; 6C - .
2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2
9 2

1
log 9 6

1 1

3

x
x

x

Ê ˆ
- +Á ˜

Ë ¯Ê ˆ ≥Á ˜Ë ¯
.

3. Òðè õîçÿéêè ïðèãîòîâèëè îäèíàêîâûå îáåäû, êàæäàÿ
äëÿ ñâîåé ñåìüè, íà îáùåé ïå÷êå. Ïåðâàÿ ïîëîæèëà â òîïêó

3 ïîëåíà, âòîðàÿ – 5, à òðåòüÿ, íå èìåâøàÿ ïîëåíüåâ,
ïðåäëîæèëà èì 80 ðóáëåé. Îáúÿñíèòå, êàê ïî ñïðàâåäëèâî-
ñòè õîçÿéêè äîëæíû ðàçäåëèòü ýòè äåíüãè, åñëè äðîâà
ïðîãîðåëè ïîëíîñòüþ.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin 3 sin cos 2 1x x x- + = .

5. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ  ÀÂ = 9, AC = 6. Áèññåêòðèñà

òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû À, ðàâíà 
18

5
. Íàé-

äèòå óãîë ÀÂÑ.
6. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

2 5 24

25
log 5 log 1

4x x x x-

Ê ˆ =Á ˜Ë ¯-
,

óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó sin ctg 2x x> .

Ðèñ. 1
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíñòèòóò
ýëåêòðîííîé òåõíèêè

(òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò)

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå

3

0,01 1000
log 100 3 log 10 3+ .

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Â ëåâîé ÷àñòè ñîñóäà íàõîäèòñÿ íåêàÿ ìàññà âîäîðîäà, à â
ïðàâîé – òàêàÿ æå ìàññà êèñëîðîäà. Âî ñêîëüêî ðàç η  îáúåì
ëåâîé ÷àñòè ñîñóäà áîëüøå îáúåìà ïðàâîé? Ìîëÿðíàÿ ìàññà
âîäîðîäà 

"
2 *ã *ì%ëüΜ = , êèñëîðîäà 

*
32 *ã *ì%ëüΜ = .

Òåìïåðàòóðû ãàçîâ îäèíàêîâû.
5. Ëèíåéíûå ðàçìåðû èçîáðàæåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ðàññå-

èâàþùåé ëèíçå, â äâà ðàçà ìåíüøå ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ
ñàìîãî ïðåäìåòà. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòîì è åãî èçîáðà-
æåíèåì ðàâíî L = 3 ñì. ×åìó ðàâåí ìîäóëü |F| ôîêóñíîãî
ðàññòîÿíèÿ ëèíçû?

Âàðèàíò 2

(ôàêóëüòåòû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
è èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè)

1. Ãðóç ïîäíèìàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåáåäêè ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ v = 0,9 ì/ñ (ðèñ.2). Ñ êàêîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ

ω  âðàùàåòñÿ áàðàáàí ëåáåäêè, åñëè
åãî äèàìåòð D = 18 ñì?

2. Äâà ãëàäêèõ øàðà îäèíàêîâûõ
ðàçìåðîâ äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã
äðóãó ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè. Ñêîðîñòü îäíîãî øàðà,
ìàññà êîòîðîãî â k ðàç áîëüøå ìàññû
äðóãîãî, ðàâíà 1v . Â ðåçóëüòàòå óï-
ðóãîãî öåíòðàëüíîãî ñîóäàðåíèÿ øàð
ñ áîëüøåé ìàññîé îñòàíîâèëñÿ
( 1 0v =¢ ). Íàéäèòå ñêîðîñòü 2v¢  øàðà
ìåíüøåé ìàññû ïîñëå ñîóäàðåíèÿ.

3. Ïëîñêèé âîçäóøíûé êîíäåíñà-
òîð åìêîñòüþ Ñ = 1 ìêÔ ïîäêëþ÷èëè
ê èñòî÷íèêó íàïðÿæåíèÿ, â ðåçóëü-

òàòå ÷åãî êîíäåíñàòîð ïðèîáðåë çàðÿä q = 10 ìêÊë. Ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó ïëàñòèíàìè êîíäåíñàòîðà d = 5 ìì. Îïðåäåëèòå
íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ Å âíóòðè êîíäåíñàòîðà.

4. Îäèí ìîëü ãåëèÿ ( 1 ì%ëüν = ) ñîâåðøàåò ðàáîòó À â
öèêëå 1–2–3–1, ñîñòîÿùåì èç ïðîöåññîâ àäèàáàòè÷åñêîãî

ðàñøèðåíèÿ 1–2, èçîòåð-
ìè÷åñêîãî ñæàòèÿ 2–3 è
èçîáàðè÷åñêîãî ðàñøèðå-
íèÿ 3–1 (ðèñ.3). Ðàçíîñòü
íàèáîëüøåé è íàèìåíüøåé
òåìïåðàòóð ãàçà â öèêëå
ðàâíà TΔ . Íàéäèòå ðàáîòó

23A , ñîâåðøåííóþ ãàçîì â
èçîòåðìè÷åñêîì ïðîöåññå
2–3.

5. Èçîáðàæåíèå ïðåäìå-
òà, ïîìåùåííîãî íà ðàñ-

ñòîÿíèè d = 15 ñì îò ëèíçû, ïîëó÷àåòñÿ íà ýêðàíå, ðàñïîëî-
æåííîì íà ðàññòîÿíèè f = 30 ñì îò íåå. Íàéäèòå ôîêóñíîå
ðàññòîÿíèå ëèíçû F.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè À.Ëåäåíåâ, À.Ïè÷êóð

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin cos cos sin cos
8 8 4

x x
π π π

- = .

3. Èç 28 ì òêàíè ìîæíî ñøèòü 8 ìóæñêèõ è 4 äåòñêèõ
ïàëüòî. Ñêîëüêî ìåòðîâ òêàíè íåîáõîäèìî äëÿ ïîøèâà
îäíîãî ìóæñêîãî ïàëüòî, åñëè èç 15 ì òîé æå òêàíè ìîæíî
ñøèòü 2 ìóæñêèõ è 5 äåòñêèõ ïàëüòî?

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )27

1
log 8 3

3
x- £ .

5. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

1
1

5 3

x
y = - - .

6. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ
ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè, åñëè ðàçíîñòü òðåòüåãî è âòîðîãî
÷ëåíîâ ïðîãðåññèè ñîñòàâëÿåò 231% îò åå ïåðâîãî ÷ëåíà.

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ b ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
óðàâíåíèÿ

7 2 2x b b x- = - ?

8. Â òðåóãîëüíèêå ABC  AB = 3, BC = 4, 90B– = ∞ . Íà
ñòîðîíàõ AB è AC âçÿòû òî÷êè M è N ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî
AM = CN = 1. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà BMNC.

9. Â øàð îáúåìà 4 3π  âïèñàí êîíóñ, ïëîùàäü áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî â äâà ðàçà áîëüøå ïëîùàäè îñíîâàíèÿ.
Íàéäèòå ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà.

10. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè,
êîîðäèíàòû òî÷åê êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

3 5 6x y- + - £ .

11. Ðåøèòå óðàâíåíèå
( )( ) ( )2

1 5 8 12 1
3 3 2 3 0

x x xx - + -- - - ◊ = .

Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin cos sin cos 0,5
2 2

x x x x
π πÊ ˆ Ê ˆ- + + =Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ .

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

1 2 1y x= - - .

3. Âû÷èñëèòå

3

3

18

log 18
log 2

log 3
-

3
log 162 .

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2 1x x x- + £ + .

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

28 2 604 4 80x x- -+ = .

6. Â ïðàâèëüíîì øåñòèóãîëüíèêå ABCDEF òî÷êè M è
N – ñåðåäèíû ñòîðîí AF è BC ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðèìåòð
òðàïåöèè ABNM ðàâåí P. Íàéäèòå ïåðèìåòð øåñòèóãîëü-
íèêà.

7. Îäèí êëèåíò ïîëîæèë â áàíê íåêîòîðóþ ñóììó äåíåã ïîä
îïðåäåëåííûé ïðîöåíò ãîäîâûõ. Äðóãîé êëèåíò ïîëîæèë â
òîò æå áàíê 4320 ðóá. ïîä òîò æå ïðîöåíò ãîäîâûõ. ×åðåç ãîä
ïîñëå âëîæåíèÿ ó ïåðâîãî êëèåíòà ñóììà ñîñòàâèëà 3600
ðóá., à åùå ÷åðåç 2 ãîäà ñòàëà òàêîé æå, êàêîé áûëà ó âòîðîãî
êëèåíòà ÷åðåç ãîä ïîñëå âëîæåíèÿ. Êàêóþ ñóììó ïîëîæèë â
áàíê ïåðâûé êëèåíò?



ÔÈÇÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. Äâà òåëà äâèæóòñÿ âäîëü îñè Õ. Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíû
ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïðîåêöèé ñêîðîñòåé ýòèõ òåë íà îñü Õ
îò âðåìåíè. à) Îïðåäåëèòå óñêîðåíèÿ 1a  è 2a  òåë. á) Êàêîå

ðàññòîÿíèå L áûëî
ìåæäó òåëàìè â ìîìåíò
âðåìåíè t = 0, åñëè
ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó íèìè ïðè
òàêîì äâèæåíèè ñîñòà-
âèëî min 30 ìL = ?

2. Ãðóç ìàññîé
m = 100 ã, ïîäâåøåí-
íûé íà ïðóæèíå æåñò-
êîñòüþ k = 20 Í/ì,
ñîâåðøàåò âåðòèêàëü-

íûå êîëåáàíèÿ. Ñ êàêèì óñêîðåíèåì a äâèæåòñÿ øàðèê â
ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ïðóæèíà ðàñòÿíóòà íà x = 2 ñì?

3. Òåëî ìàññîé m = 0,5 êã áðîøåíî âåðòèêàëüíî ââåðõ.
Êîãäà òåëî ïîäíÿëîñü íà íåêîòîðóþ âûñîòó, åãî ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ óâåëè÷èëàñü íà 

C
25 d›EΔ = , à êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ óìåíüøèëàñü â k = 2 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëü-
íîé. Íà êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó H íàä òî÷êîé ñòàðòà
ïîäíèìåòñÿ òåëî? Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü. Óñ-
êîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 2

10 ì “g = .
4. Èçîòåðìà êèñëîðîäà ïðè òåìïåðàòóðå 1 47 Ct = ∞  ñîâïà-

äàåò ñ èçîòåðìîé àçîòà ïðè òåìïåðàòóðå 2 7 Ct = ∞ . Âî ñêîëü-
êî ðàç îòëè÷àþòñÿ ìàññû ýòèõ ãàçîâ? Ìîëÿðíàÿ ìàññà
êèñëîðîäà 1 32 ã ì%ëüΜ = , ìîëÿðíàÿ ìàññà àçîòà

2 28 ã ì%ëüΜ = .
5. Â âåðòèêàëüíîì öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå ïîä ïîðøíåì,

ðàñïîëîæåííûì íà âûñîòå h = 1 ì îò äíà ñîñóäà, íàõîäèòñÿ
èäåàëüíûé îäíîàòîìíûé ãàç. Ãàç ìåäëåííî íàãðåâàþò, îäíî-
âðåìåííî íàñûïàÿ íà ïîðøåíü ïåñîê òàê, ÷òîáû ïîðøåíü
îñòàâàëñÿ íåïîäâèæíûì. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q ïîëó-
÷èë ãàç ê ìîìåíòó, êîãäà íà ïîðøåíü âûñûïàëè ïåñîê ìàññîé
m = 1 êã? Òðåíèåì ìåæäó ïîðøíåì è ñîñóäîì ïðåíåáðå÷ü.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 2

10 ì “g = .
6. Òî÷å÷íûé ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä 1q  ðàñïîëîæåí â

âåðøèíå A ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì
AC = BC =  a, 30ACB α– = = ∞ . à) Îïðåäåëèòå ìîäóëü 1E
âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàííîãî
çàðÿäîì 1q  â âåðøèíå C. á) Êàêîé òî÷å÷íûé çàðÿä 2q  íóæíî
ïîìåñòèòü â âåðøèíó B, ÷òîáû ìîäóëü âåêòîðà íàïðÿæåííî-
ñòè ñóììàðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàðÿäîâ 1q  è 2q  â
âåðøèíå C áûë ìèíèìàëüíûì? Ïîñòîÿííàÿ â çàêîíå Êóëîíà
ðàâíà k.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

8. Ðåøèòå ñèñòåìó

( )

( )

3

2

3

4

2 log 6,

4 log 17.

x y

x y

x y

x y

-

-

Ï + + =Ô
Ì

+ + =ÔÓ

9. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 2 212x y- ,
åñëè x, y – íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

10. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin 2 cos 2 1 ctg cos 2x x x x- = - .

11. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

4 2
7 11 3 4 20x x x x+ + - ≥ - + .

7. Ïîñòîÿííûé òîê 1 300 ì`I =  äëÿ ïàëü÷èêîâîé áàòàðåé-
êè ñ ÝÄÑ 1,6 B=E  ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì (ïðè áóëüøèõ
òîêàõ áàòàðåéêà íà÷èíàåò íàãðåâàòüñÿ è ðàáîòàåò íåñòàáèëü-
íî). Âî ñêîëüêî ðàç ýòîò òîê ìåíüøå òîêà êîðîòêîãî çàìûêà-
íèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íàïðÿæåíèå íà âûâîäàõ áàòàðåéêè
ïðè òîêå 1I  ðàâíî

1 1,3 BU = ? ×åìó ðàâ-
íî âíóòðåííåå ñîïðî-
òèâëåíèå r áàòàðåéêè?

8. Çàìêíóòûé ïðî-
âîëî÷íûé âèòîê ñîïðî-
ò è â ë å í è å ì
R = 0,3 Îì ïðîíîñÿò
ìèìî ìàãíèòà. Ïðè
ýòîì ìàãíèòíûé ïîòîê
Ô ÷åðåç ïîâåðõíîñòü,
îãðàíè÷åííóþ âèòêîì, ìåíÿåòñÿ òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí-
êå 2. à) Îïðåäåëèòå ñèëó òîêà â âèòêå â ìîìåíò âðåìåíè
t = 4 ñ. á) Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè âåëè÷èíà òîêà â êîíòóðå
ìàêñèìàëüíà?

9. Ñòåêëÿííàÿ ïðèçìà ñ ïðåëîìëÿþùèì óãëîì 30ϕ = ∞
ëåæèò íà ïëîñêîì çåðêàëå (ðèñ.3). Ïðè êàêîì óãëå ïàäåíèÿ
α  ëó÷à íà âåðõíþþ ãðàíü
ïðèçìû ëó÷ ïîñëå îòðà-
æåíèÿ îò çåðêàëà ñìåíèò
íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ íà ïðÿìî ïðîòèâî-
ïîëîæíîå? Ïîêàçàòåëü
ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà ñ÷è-
òàòü ðàâíûì n = 1,7.

10. Âî ñêîëüêî ðàç
ýíåðãèÿ ôîòîíà, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî γ -èçëó÷åíèþ
ñ ÷àñòîòîé 20

3 10  cöν = ◊ , áîëüøå ýíåðãèè ôîòîíà ðåíòãåíî-
âñêîãî èçëó÷åíèÿ ñ äëèíîé âîëíû 102 10  ìλ -= ◊ ? Ñêîðîñòü
ñâåòà â âàêóóìå 8

3 10  ì “c = ◊ .

Âàðèàíò 2

(îëèìïèàäà-2005)

1. Òåëî äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíè-
åì, îòëè÷íûì îò íóëÿ. Çà ïåðâóþ ñåêóíäó äâèæåíèÿ òåëî
ïðîøëî òàêîé æå ïóòü s = 5 ì, ÷òî è çà âòîðóþ ñåêóíäó.
Îïðåäåëèòå íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü òåëà.

2. Äâå øàéáû ìàññàìè m è 2m, ñîåäèíåííûå ëåãêîé
ïðóæèíîé, äâèæóòñÿ âäîëü îäíîé ïðÿìîé ïî ãîðèçîíòàëüíîé
ïîâåðõíîñòè (ðèñ.4). Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòè
øàéá íàïðàâëåíû îäèíàêîâî, ïðè÷åì ëåãêàÿ øàéáà äâèæåòñÿ
çàìåäëåííî ñ óñêîðåíèåì

2

1 3 ì “a = . Îïðåäåëèòå â
ýòîò ìîìåíò âðåìåíè âåëè-
÷èíó 2a  è íàïðàâëåíèå âåê-
òîðà óñêîðåíèÿ òÿæåëîé
øàéáû. Ðàñòÿíóòà èëè ñæà-
òà ïðóæèíà â ýòîò ìîìåíò? Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó
êàæäîé øàéáîé è ïîâåðõíîñòüþ 0,2μ = . Óñêîðåíèå ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ 2

10 ì “g = .
3. Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü ìàññîé m = 50 ã ñâîáîäíî âðà-

ùàåòñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé ãîðèçîíòàëüíîé îñè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç åãî êîíåö. Ïðè âðàùåíèè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
ñòåðæíÿ ìåíÿåòñÿ îò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ min 0,1 d›E =
äî ìàêñèìàëüíîãî max 0,3 d›E = . Îïðåäåëèòå äëèíó ñòåð-
æíÿ l. Òðåíèåì è ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 2
10 ì “g = .

4. Â ñîñóäàõ îáúåìàìè 1 10 ëV =  è 2 20 ëV =  íàõîäèòñÿ
âîçäóõ ïðè îäíîé è òîé æå òåìïåðàòóðå. Îòíîñèòåëüíàÿ
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âëàæíîñòü âîçäóõà â ïåðâîì ñîñóäå 1 70%ϕ = . Ïîñëå òîãî
êàê ñîñóäû ïåðåíåñëè â äðóãîå ïîìåùåíèå è ñîåäèíèëè
òîíêîé òðóáêîé, îòíîñèòåëüíàÿ âëàæíîñòü âîçäóõà â îáîèõ
ñîñóäàõ ñòàëà 20%ϕ = . Èçìåíèëàñü ëè (åñëè èçìåíèëàñü, òî
â êàêóþ ñòîðîíó) òåìïåðàòóðà âîçäóõà â ñîñóäàõ? Îòâåò
îáîñíóéòå.

5. Â ñòàëüíîì ãåðìåòè÷íîì ñîñóäå êóáè÷åñêîé ôîðìû ñ
ðåáðîì a = 1 ì è òîëùèíîé ñòåíîê d = 1 ìì íàõîäèòñÿ
îäíîàòîìíûé èäåàëüíûé ãàç ïðè òåìïåðàòóðå T = 300 Ê è
äàâëåíèè 5

10  o=p = . Âî ñêîëüêî ðàç òåïëîåìêîñòü ñîñóäà
áîëüøå òåïëîåìêîñòè íàõîäÿùåãîñÿ â íåì ãàçà? Ïëîòíîñòü
ñòàëè 3 3

7,8 10  *ã ìρ = ◊ , åå óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü
( )3

0,46 10  d› *ã jc = ◊ ◊ .
6. Â ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 5, åìêîñòü

C = 1 ìêÔ, íàïðÿæåíèå èñòî÷íèêà U = 100 Â. à) Îïðå-
äåëèòå çàðÿä êàæäîãî êîíäåíñàòîðà äî çàìûêàíèÿ êëþ÷à K.
á) Êàêîé çàðÿä q ïðîéäåò ÷åðåç èñòî÷íèê ïîñëå òîãî, êàê
êëþ÷ K áóäåò çàìêíóò?

7. Òðè îäèíàêîâûõ ðåçèñòîðà, èñòî÷íèê ÝÄÑ, èäåàëüíûé
àìïåðìåòð è èäåàëüíûé âîëüòìåòð ñîåäèíåíû, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 6. Àìïåðìåòð ïîêàçûâàåò òîê I = 1 À, âîëüòìåòð
ïîêàçûâàåò íàïðÿæåíèå U = 30 Â. Îïðåäåëèòå ñîïðîòèâ-
ëåíèå R êàæäîãî ðåçèñòîðà.

8. Ýëåêòðîïå÷ü ñîïðîòèâëåíèåì R = 20 Îì ïîäêëþ÷åíà
ê èñòî÷íèêó ïåðåìåííîãî òîêà. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî òåï-
ëîòû Q, âûäåëÿåìîå ïå÷üþ çà âðåìÿ t = 1 ÷, åñëè àìïëè-
òóäà ñèëû òîêà ðàâíà 

0 10 AI = .
9. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè d äðóã îò äðóãà íóæíî ðàñïîëî-

æèòü äâà ñòåêëÿííûõ àêâàðèóìà ñ âîäîé, ÷òîáû ëó÷ ñâåòà,
ïàäàþùèé èç âîäû íà
ñòåíêó îäíîãî èç àêâà-
ðèóìîâ, ïðîíèê â äðó-
ãîé àêâàðèóì áåç ñìå-
ùåíèÿ (ðèñ.7)? Ïîêàçà-
òåëü ïðåëîìëåíèÿ ñòåê-
ëà 1 1,6n = , ïîêàçàòåëü
ïðåëîìëåíèÿ âîäû

2 4 3n = . Ñòåíêè àêâà-
ðèóìîâ ïàðàëëåëüíû, òîëùèíà êàæäîé ñòåíêè h = 1 ñì.
Óãîë ïàäåíèÿ ëó÷à ñ÷èòàòü ìàëûì.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè À.Áåðåñòîâ, È.Ãîðáàòûé,
È.Êîæóõîâ, Ñ.Êóêëèí, Ò.Îëåéíèê, Ò.Ñîêîëîâà

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò èì. Í.Ý.Áàóìàíà

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. Äâà òåëà äâèæóòñÿ ðàâíîìåðíî ïî îêðóæíîñòè â îäíó
ñòîðîíó. Ïåðâîå òåëî ïðîõîäèò îêðóæíîñòü íà 3 ñ áûñòðåå
âòîðîãî è äîãîíÿåò âòîðîå òåëî êàæäûå ïîëòîðû ìèíóòû. Çà
êàêîå âðåìÿ êàæäîå òåëî ïðîõîäèò îêðóæíîñòü?

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå
22 cos 3 sinx x= .

Íàéäèòå åãî êîðíè, ëåæàùèå â ïðîìåæóòêå [ ]3 2; 2π π- .
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 9 82 3 27 0x x◊ - ◊ + = .

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
2

2

4
log 4

6

x x

x

-
£

-
.

5. Íàéäèòå óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê ãðàôèêó ôóíêöèè
2

3 24y x= , ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó ( )4; 2 3M - .
6. Îïðåäåëèòå âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

( )
2

2 2 2x a a x x+ - - = - -

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü, è ðåøèòå åãî ïðè êàæäîì à.
7. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé

ïèðàìèäû ÒÀÂÑ ïëîñêîñòüþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðå-
äèíó áîêîâîãî ðåáðà ÒÀ, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó îñíîâàíèÿ ÀÂ â
òî÷êå Ì òàê, ÷òî ÂÌ = 2 ÀÌ, è ïàðàëëåëüíà ìåäèàíå
îñíîâàíèÿ AD, åñëè ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû ðàâíà 3, à
ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû ïèðàìèäû Ò äî ñåêóùåé ïëîñêîñòè
ðàâíî 1/4.

Âàðèàíò 2

1. Êîãäà èç êîòëîâàíà âûêà÷àëè 3/8 íàõîäèâøåéñÿ â íåì
âîäû, íàñîñ çàìåíèëè íà áîëåå ìîùíûé, è âñÿ ðàáîòà äâóõ
íàñîñîâ ïî îñóøåíèþ êîòëîâàíà çàíÿëà 15 ÷. Åñëè áû îáà
íàñîñà ðàáîòàëè îäíîâðåìåííî, êîòëîâàí îñóøèëè áû çà 5 ÷.
Çà êàêîå âðåìÿ ìîæíî âûêà÷àòü âîäó èç êîòëîâàíà êàæäûì
èç íàñîñîâ â îòäåëüíîñòè?

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1 cos 2 sinx x- = .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )4 2
log 10 54 1 log 12x x- = + - .

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

6 5
25

1

x x
x

x

- +
> -

-
.

5. Íà ãðàôèêå ôóíêöèè 2
0,25 8y x x= - +  óêàæèòå òàêóþ

òî÷êó À, ÷òîáû ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè À,
( )0; 0O  è ( )5; 5B  áûëà íàèìåíüøåé. Íàéäèòå ýòó ïëîùàäü.
6. Îïðåäåëèòå âñå çíà÷åíèÿ ð, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

( ) ( )
2

4 1 8
x

x p p
x

+ = + +

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Óêàæèòå ýòè êîðíè ïðè
êàæäîì èç íàéäåííûõ çíà÷åíèé ð.

7. Íàéäèòå îáúåìû ÷àñòåé, íà êîòîðûå äåëèò ïðàâèëüíóþ
òðåóãîëüíóþ ïðèçìó 1 1 1ABCA BC  ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ
äèàãîíàëè 1BA  áîêîâîé ãðàíè 1 1ABB A , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
âåðøèíó îñíîâàíèÿ À è öåíòð îïèñàííîé îêîëî ïðèçìû
ñôåðû, åñëè ðàäèóñ ñôåðû ðàâåí 5 , à ñòîðîíû îñíîâàíèÿ

ïðèçìû ðàâíû 6 .

ÔÈÇÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. Àëþìèíèåâîå êîëüöî ïîäâåøåíî íà äâóõ íèòÿõ (ðèñ.1).
Ñåâåðíûé ïîëþñ ìàãíèòà ïðèáëèæàåòñÿ ñ íåêîòîðîé ñêîðî-
ñòüþ ê êîëüöó, äâèãàÿñü âäîëü åãî îñè ïåðïåíäèêóëÿðíî



Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8 Ðèñ. 9

ëåíèå èíäóêöèîííîãî òîêà â êîëüöå. Îòâåò ïîÿñíèòå.
2. Êàê èçìåíèòñÿ ïåðèîä êîëåáàíèé â êîëåáàòåëüíîì

êîíòóðå (ðèñ.8), ñîñòîÿùåì èç âîçäóøíîãî êîíäåíñàòîðà è
êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè, åñëè ïðîñòðàíñòâî ìåæäó îáêëàäêà-
ìè êîíäåíñàòîðà çàïîëíèòü äèýëåêòðèêîì? Îòâåò ïîÿñíèòå.

3. Ïî ñòðóíå ñëåâà íàïðàâî áåæèò ïîïåðå÷íàÿ ãàðìîíè÷åñ-
êàÿ âîëíà ñî ñêîðîñòüþ v = 40 ì/ñ. Äëèíà âîëíû 60 “ìλ = ,
àìïëèòóäà À = 2 ìì. Íàéäèòå óñêîðåíèå à òî÷êè Î ñòðóíû â
ìîìåíò âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé ðèñóíêó 9.

4. Êàêîé ìàêñèìàëüíûé çàðÿä q ìîæåò íàêîïèòüñÿ íà
óäàëåííîì îò äðóãèõ òåë ìåäíîì øàðèêå ðàäèóñîì r = 3 cì
ïðè îáëó÷åíèè åãî ýëåêòðîìàã-
íèòíûì èçëó÷åíèåì ñ äëèíîé
âîëíû 0,14 ì*ìλ = ? Ðàáîòà
âûõîäà äëÿ ìåäè A = 4,47 ýÂ.

5. Â ñôåðè÷åñêóþ ïîëîñòü
ïîìåñòèëè ãàíòåëü – äâà øàðè-
êà ìàññîé m êàæäûé, ñîåäèíåí-
íûå íåâåñîìûì æåñòêèì ñòåðæ-
íåì, – ïîä óãëîì 45α = ∞  ê
âåðòèêàëè, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå 10. Îïðåäåëèòå ñèëó äàâ-
ëåíèÿ íèæíåãî øàðèêà íà ñòåí-
êó ïîëîñòè ñðàçó æå ïîñëå òîãî,
êàê ãàíòåëü îòïóñòèëè. Ðàäèóñ øàðèêîâ ãàíòåëè ìíîãî
ìåíüøå ðàäèóñà ñôåðû. Ñèëàìè òðåíèÿ ïðåíåáðå÷ü.

6. Íà V–T-äèàãðàììå èçîáðàæåí öèêë 1–2–3–4–1, ñîâåð-
øàåìûé äâóìÿ ìîëÿìè àçîòà è ñîñòîÿùèé èç äâóõ èçîõîð è
äâóõ èçîáàð (ðèñ.11). Èçâåñòíî, ÷òî òî÷êè 2 è 4 ëåæàò

íà îäíîé èçîòåðìå, à ñðåäíèå êâàäðàòè÷íûå ñêîðîñòè ìî-
ëåêóë àçîòà ñîñòàâëÿþò â òî÷êå 1 1 300 ì “v = , à â òî÷êå
3 – 3 700 ì “v = . Îïðåäåëèòå ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ ãàçîì
çà öèêë. Ìîëÿðíàÿ ìàññà àçîòà 0,028 *ã ì%ëüΜ = .

7. Íåáîëüøîé øàðèê, èìåþùèé ìàññó 3m è çàðÿä q,
íàõîäèòñÿ íà âûñîòå h íàä çåìëåé. Íà îäíîé âåðòèêàëè ñ íèì
íà âûñîòå 3h íàõîäèòñÿ âòîðîé øàðèê ìàññîé 2m è çàðÿäîì
q. Øàðèêè îäíîâðåìåííî áðîñèëè â îäíó ñòîðîíó â ãîðèçîí-
òàëüíîì íàïðàâëåíèè ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè v. Íèæíèé
øàðèê êîñíóëñÿ çåìëè íà ðàññòîÿíèè L îò âåðòèêàëè áðîñà-
íèÿ. Íà êàêîé âûñîòå â ýòîò ìîìåíò íàõîäèëñÿ âòîðîé
øàðèê? Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà è âëèÿíèåì èíäóöèðîâàí-
íûõ íà çåìëå çàðÿäîâ ïðåíåáðå÷ü.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ë.Ïàðøåâ, Þ.Ñòðóêîâ

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11

Ðèñ. 2Ðèñ. 1

Â À Ð È À Í Ò Û 39

ïëîñêîñòè êîëüöà. Êîëüöî ïðè ýòîì áóäåò ïðèòÿãèâàòüñÿ ê
ìàãíèòó èëè îòêëîíÿòüñÿ îò íåãî? Îòâåò ïîÿñíèòå.

2. Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàí õîä ëó÷à ÷åðåç ñîáèðàþùóþ
ëèíçó. Íàéäèòå ïîñòðîåíèåì ïîëîæåíèå ãëàâíûõ ôîêóñîâ
ëèíçû.

3. Ïî ñòðóíå ñëåâà íàïðàâî áåæèò ïîïåðå÷íàÿ ãàðìîíè÷åñ-
êàÿ âîëíà ñî ñêîðîñòüþ v = 40 ì/ñ (ðèñ.3). Äëèíà âîëíû

60 “ìλ = , àìïëèòóäà À = 2 ìì. Íàéäèòå ñêîðîñòü v
O
 òî÷êè

Î ñòðóíû â ìîìåíò âðåìåíè, ñî-
îòâåòñòâóþùèé ðèñóíêó.

4. Íà ðèñóíêå 4 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâ-
íåé àòîìà. Êàêîé öèôðîé îáîçíà÷åí ïåðåõîä ñ èçëó÷åíèåì
ôîòîíà, èìåþùåãî ìàêñèìàëüíûé èìïóëüñ?

5. Ïðèçìà 1, èìåþùàÿ ìàññó m, áûëà ïîëîæåíà íà ïðèçìó
2, èìåþùóþ ìàññó 4m è óãîë ñ ãîðèçîíòîì 30α = ∞  (ðèñ.5).
Âåðõíÿÿ ïðèçìà íà÷àëà ñêîëüçèòü ïî íèæíåé è â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè äâèãàëàñü ïî íåé ñ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ

1%2…
v

. 

Êàêóþ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè èìåëà â ýòîò ìîìåíò
íèæíÿÿ ïðèçìà? Ñèëàìè òðå-
íèÿ ïðåíåáðå÷ü.

6. Â ñõåìå, ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå 6, íàéäèòå ýíåðãèþ
êîíäåíñàòîðà. Ïàðàìåòðû ýëåìåíòîâ ñõåìû, èçîáðàæåííûõ
íà ðèñóíêå, ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè.

7. Òðîñ äëèíîé L äâèæåòñÿ ïî èíåðöèè âíóòðè ãîðèçîíòàëü-
íîé òðóáû, êîòîðàÿ èçãèáàåòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ïîä
óãëîì 30α = ∞ . Êîãäà òðîñ, ïîäíèìàÿñü ïî òðóáå, îñòàíîâèë-
ñÿ, â íàêëîííîé ÷àñòè òðóáû îêàçàëàñü ïîëîâèíà åãî äëèíû.
Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî âðåìåíè ïðîøëî îò íà÷àëà ïîäúåìà
òðîñà äî ìîìåíòà, êîãäà â íàêëîííîé ÷àñòè òðóáû îêàçàëàñü
÷åòâåðòàÿ ÷àñòü åãî äëèíû. Ñèëàìè òðåíèÿ ïðåíåáðå÷ü.

Âàðèàíò 2

1. Þæíûé ïîëþñ ìàãíè-
òà óäàëÿåòñÿ ñ íåêîòîðîé
ñêîðîñòüþ îò ìåòàëëè÷åñ-
êîãî êîëüöà, äâèãàÿñü
âäîëü åãî îñè ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ïëîñêîñòè êîëüöà
(ðèñ.7). Óêàæèòå íàïðàâ-
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Ìîñêîâñêèé èíæåíåðíî-ôèçè÷åñêèé
èíñòèòóò

(îëèìïèàäà Ôåäåðàëüíîãî àãåíòñòâà
ïî àòîìíîé ýíåðãèè ÐÔ)

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )
1

1 2
1 3

1 2

x x

x x

≥ - -
+

- -

.

2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

( )

2

2 2

2 4 4,

2 4 10.

x y y

x y y

Ï + + - =Ô
Ì

+ + - =ÔÓ

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )
2

12
sin 3 sin 3

x x-£ .

4. Ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ðåøèòå
óðàâíåíèå

arccos arcsin 4 arcsinx x a- = .

5. Òî÷êè K è L ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî íà ñìåæíûõ ðåáðàõ

1 1BC  è 1 1C D  âåðõíåãî îñíîâàíèÿ 1 1 1 1A BC D  ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà 1 1 1 1ABCDA BC D  ( 1 1 1 1AA BB CC DD� � � ),
à òî÷êè M è N ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî íà ñìåæíûõ ðåáðàõ AD
è AB íèæíåãî îñíîâàíèÿ ABCD, ïðè ýòîì AB = AD, 1 7CC = .
Îòðåçêè KL è MN ïàðàëëåëüíû äèàãîíàëè îñíîâàíèÿ BD =
= 12. Ðàññòîÿíèå îò MN äî òî÷êè A ðàâíî 1, à ðàññòîÿíèå îò
KL äî òî÷êè 1C  ðàâíî a. Òî÷êà 

1P CCŒ , 1 2C P = . Íàéäèòå:
à) îáúåì ïèðàìèäû 

1C KLP  â ñëó÷àå a = 5;
á) ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà ïëîñêîñòüþ, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç ïðÿìûå KL è MN, â ñëó÷àå a = 5;
â) ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà ïëîñ-

êîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðÿìûå KL è MN, â ñëó÷àå åñëè

[ ]4; 6a Œ .

Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin cos 3 sin 2
3 6

x x x
π πÊ ˆ Ê ˆ- = - +Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

.

2. Äâîå ðàáî÷èõ, ðàáîòàÿ âìåñòå, çà ÷åòûðå ÷àñà ïîëíîñòüþ
âûïîëíÿþò çàäàíèå. Èçâåñòíî, ÷òî çà òðè ÷àñà ïåðâûé
ðàáî÷èé âûïîëíÿåò íà îäíó òðåòü çàäàíèÿ áîëüøå, ÷åì
âòîðîé ðàáî÷èé âûïîëíÿåò çà äâà ÷àñà. Çà ñêîëüêî ÷àñîâ
âûïîëíèò çàäàíèå îäèí âòîðîé ðàáî÷èé?

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )
2 2

3 2 6 5

5 25log 7 2 log 7 2
x x x x+ + + +

- £ - .

4. Ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ðåøèòå
íåðàâåíñòâî

( ) ( )( )2 2
arcsin 2 2

6
x a

π
- + + ≥ ;

ñðåäè âñåõ ðåøåíèé íàéäèòå x, ïðè êîòîðîì ïðîèçâåäåíèå

( ) ( )2 2a x+ -  ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.
5. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå 1 1 1 1ABCDA BC D

AB = 7, BC = 6, 1 9AA = . Íà ðåáðàõ 1CC  è 1BB  âçÿòû òî÷êè
E è F ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî 1 3C E = , à BF = 2. Íàéäèòå:
à) ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 1A EF ; á) ñóììó ðàññòîÿíèé îò
òî÷êè G, âçÿòîé íà îòðåçêå 1A D , äî ïðÿìûõ 1AA  è EF ïðè
óñëîâèè, ÷òî îíà ìèíèìàëüíà.

ÔÈÇÈ ÊÀ

Âàðèàíò 1

1. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè íåêîòî-
ðîé ïëàíåòû ðàâíî g. Íàéòè óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
íà ïîâåðõíîñòè äðóãîé ïëàíåòû, ìàññà êîòîðîé â k ðàç
áîëüøå, à ðàäèóñ â n ðàç
ìåíüøå, ÷åì ó ïåðâîé.

2. Íà êðàþ ãîðèçîíòàëü-
íîãî äèñêà íàõîäèòñÿ òåëî
ìàññîé m, ïðèâÿçàííîå íè-
òüþ äëèíîé l ê îñè äèñêà
(ðèñ.1). Íèòü ñîñòàâëÿåò  ñ
îñüþ óãîë α . Äèñê âðàùà-
åòñÿ âîêðóã ñâîåé îñè, ïðè
ýòîì òåëî âðàùàåòñÿ âìåñòå
ñ íèì. Ïðè êàêîé óãëîâîé
ñêîðîñòè òåëî îòîðâåòñÿ îò
äèñêà?

3. Äâå îòêðûòûå ñ îáîèõ êîíöîâ â àòìîñôåðó òðóáû ñ
ïëîùàäÿìè ñå÷åíèé 1S  è 2S  ( 1 2S S> ) ñîñòûêîâàíû ìåæäó
ñîáîé (ðèñ.2). Â íèõ âñòàâ-
ëåíû ñîåäèíåííûå ñòåðæ-
íåì ïîðøíè, êîòîðûå ïðè
òåìïåðàòóðå 0T  îòñòîÿò íà
îäèíàêîâûå ðàññòîÿíèÿ îò
ñòûêà òðóá. Ìåæäó ïîðø-
íÿìè íàõîäèòñÿ èäåàëü-
íûé ãàç. Ïðè êàêîé òåì-
ïåðàòóðå ãàçà ïðàâûé ïîðøåíü ñìåñòèòñÿ âëåâî òàê, ÷òî
ðàññòîÿíèå îò íåãî äî ñòûêà òðóá áóäåò âòðîå ìåíüøå
ðàññòîÿíèÿ îò ñòûêà äî ëåâîãî ïîðøíÿ? Îòâåò îáîñíóéòå.

4. Â öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ 2100 “ìS =
íàëèòà æèäêîñòü ïëîòíîñòüþ 

3
1 ã “ìρ = . Â ñîñóäå ïëàâàåò

êóáèê ñî ñòîðîíîé a = 7 ñì, ïîãðóçèâøèñü íà k-þ ÷àñòü ñâîåãî
îáúåìà ( 2 3k = ). Äâå ãðàíè êóáèêà ïàðàëëåëüíû ïîâåðõíî-
ñòè æèäêîñòè. Êàêóþ ðàáîòó íóæíî ñîâåðøèòü, ÷òîáû ìåä-
ëåííî ïîãðóçèòü êóáèê â æèäêîñòü íà n-þ ÷àñòü îáúåìà
( 4 5n = )? Ïðè ïîãðóæåíèè êóáèêà â æèäêîñòü äâå åãî ãðàíè
îñòàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Óñêîðåíèå

ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 2
10 ì “g = .

5. Îäíîðîäíî çàðÿæåííûé êóá ñ ðåáðîì a ñîçäàåò â ñâîåé
âåðøèíå A (ðèñ.3) ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ 0E .

Èç êóáà óäàëÿþò êóñîê â ôîðìå ìåíüøåãî êóáà ñ ðåáðîì 1a
( 1a a< ), à ê çàðÿäó îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êóáà äîáàâëÿþò
óäâîåííûé çàðÿä óäàëåííîãî êóñêà, ðàñïðåäåëÿÿ åãî ðàâíî-
ìåðíî. ×åìó òåïåðü ðàâíà íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ â òî÷êå A?

Âàðèàíò 2

1. Íà ðèñóíêå 4 èçîáðàæåíû òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà S,
åãî èçîáðàæåíèå S¢  â òîíêîé ëèíçå è ãëàâíàÿ îïòè÷åñêàÿ îñü
ëèíçû. Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ íàéäèòå ïîëîæåíèå ëèíçû è
åå ôîêóñîâ. Ïîñòðîåíèå îáîñíóéòå.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3



2. Äâà òåëà ñ ðàçíûìè ìàññàìè ñâÿçàííû íåâåñîìîé íèòüþ
è ïîäâåøåíû çà òåëî ñ áîëüøåé ìàññîé ê ïðóæèíå, ïðèâÿçàí-
íîé ê ïîòîëêó (ðèñ.5). Åñëè íèòü ìåæäó òåëàìè ïåðåðåçàòü,
òåëî ñ áîëüøåé ìàññîé áóäåò â ïåðâûé ìîìåíò èìåòü óñêîðå-

íèå 1a . Êàêîå óñêîðåíèå
áóäåò èìåòü â ïåðâûé ìî-
ìåíò òåëî ñ ìåíüøåé ìàñ-
ñîé, åñëè òåëà ïîäâåñèòü ê
ïðóæèíå çà íåãî, à çàòåì
ïåðåðåçàòü íèòü?

3. Â ñõåìå, ïðåäñòàâëåí-
íîé íà ðèñóíêå 6, íàéäèòå
ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ

A Bϕ ϕ-  ìåæäó òî÷êàìè À
è Â. Ðàçíîñòü ïîòåíöèà-

ëîâ ìåæäó òî÷êàìè K è D èçâåñòíà: K Dϕ ϕ Δϕ- = , çíà÷åíèÿ
ñîïðîòèâëåíèé è åìêîñòåé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå.

4. Èçâåñòíî, ÷òî ÊÏÄ äâèãàòåëÿ, ðàáîòàþùåãî ïî öèêëè-
÷åñêîìó ïðîöåññó 1–2–3–4–1, ãðàôèê êîòîðîãî â êîîðäèíà-
òàõ p–V ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëîãðàìì (ðèñ.7), ðàâåí

η . Íàéäèòå ÊÏÄ äâèãàòå-
ëÿ, ðàáîòàþùåãî ïî öèê-
ëè÷åñêîìó ïðîöåññó 1–3–
4–1. Ðàáî÷åå òåëî äâèãàòå-
ëÿ – îäíîàòîìíûé èäåàëü-
íûé ãàç.

5. Òåëî ñîñòàâëåíî èç
÷åòûðåõ ñêëååííûõ ïîëó-
øàðîâ (ðèñ.8). Öåíòðû
âñåõ ïîëóøàðîâ ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé, ïðè ýòîì

öåíòðû íèæíåãî ïîëóøàðà è öåíòðàëüíîãî âåðõíåãî ñîâïàäà-
þò, ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðîâ êðàéíèõ âåðõíèõ ïîëóøàðîâ äî

öåíòðà íèæíåãî ðàâíû. Ðà-
äèóñ íèæíåãî ïîëóøàðà

1 8 “ìR = , åãî ïëîòíîñòü
3

1 1 ã “ìρ = , ðàäèóñ öåíò-
ðàëüíîãî âåðõíåãî ïîëóøà-
ðà 2 3 “ìR = , åãî ïëîòíîñòü

3

2 15 ã “ìρ = , êðàéíèå
âåðõíèå ïîëóøàðû îäèíà-

êîâû, èõ ðàäèóñû 
3 4 “ìR = , ïëîòíîñòè 

3

3
4 ã “ìρ = . Áó-

äåò ëè ïîëîæåíèå òåëà, èçîáðàæåííîå íà ðèñóíêå, óñòîé÷è-
âûì? Îòâåò îáîñíóéòå.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè  Ñ.Ìóðàâüåâ, Î.Íàãîðíîâ

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÔÈÇÈ ÊÀ

Письменные экзамен

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Êàæäûé âàðèàíò ñîñòîÿë èç òðåõ òèïîâ çàäà÷. Ïåðâûå òðè
çàäà÷è – ðàñ÷åòíûå, ðàçëè÷íîé ñòåïåíè òðóäíîñòè: îò ïî÷òè
ñòàíäàðòíûõ äî ñðàâíèòåëüíî ñëîæíûõ, òðåáóþùèõ ñìåêàë-

êè, ãëóáîêèõ çíàíèé, óìåíèÿ îðèåíòèðîâàòüñÿ â íåïðèâû÷-
íîé èëè óñëîæíåííîé ñèòóàöèè.

×åòâåðòàÿ çàäà÷à – çàäà÷à-îöåíêà. Äëÿ åå ðåøåíèÿ íåîáõî-
äèìî ðàçîáðàòüñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ôèçè÷åñêîì ÿâëåíèè,
ñôîðìóëèðîâàòü ïðîñòóþ (òàê êàê íóæíà òîëüêî îöåíêà)
ôèçè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî ÿâëåíèÿ, âûáðàòü ðàçóìíûå ÷èñëî-
âûå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è, íàêîíåö, ïîëó÷èòü
÷èñëåííûé ðåçóëüòàò, áîëåå èëè ìåíåå ñîîòâåòñòâóþùèé
ðåàëüíîñòè. Â òåêñòå çàäà÷è ïîä÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî àáèòóðèåíò
ìîæåò ñàì âûáðàòü íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âåëè-
÷èíû è èõ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ.

Ïÿòàÿ çàäà÷à – çàäà÷à-äåìîíñòðàöèÿ, ïðè ðåøåíèè êîòî-
ðîé íàäî îáúÿñíèòü ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå, äåìîíñòðèðóåìîå â
àóäèòîðèè. Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ïðî-
öåññ, íåîáõîäèìî âûäåëèòü ãëàâíûé.

Âàðèàíò 1

1. Ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ ïîäñîåäèíåíà
íàãðóçêà, èìåþùàÿ ïîñòîÿííîå ñîïðîòèâëåíèå. Íà ïîäâîäÿ-
ùèõ ïðîâîäàõ âûäåëÿåòñÿ ýíåðãèÿ, ñîñòàâëÿþùàÿ äîëþ

1 0,1β =  îò îáùåé ýíåðãèè, ïîëó÷àåìîé îò èñòî÷íèêà. Âî
ñêîëüêî ðàç íóæíî óâåëè÷èòü ñå÷åíèå ïîäâîäÿùèõ ïðîâîäîâ,
÷òîáû óìåíüøèòü äîëþ ïîòåðü â ïðîâîäàõ äî 2 0,01β = ?

2. Íåâåñîìûå ñòåðæíè ñâÿçàíû íåâåñîìûìè ïðóæèíàìè
æåñòêîñòüþ 0k  ó âåðõíåé è íèæíåé ïðóæèí è æåñòêîñòüþ k
ó ñðåäíèõ ïðóæèí, ïðèñîåäèíåííûõ ê òåëó ìàññîé ò (ðèñ.1).
Èñõîäíî ïðóæèíû íå äåôîð-
ìèðîâàíû. Ïîä  äåéñòâèåì
ñèëû, ïðèëîæåííîé ê ïðàâîìó
ñòåðæíþ, ñèñòåìà íà÷èíàåò äâè-
ãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíè-
åì à, íàïðàâëåííûì âäîëü ïðó-
æèí. Íàéäèòå, íà ñêîëüêî ïðè
ýòîì âîçðàñòåò ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ñòåðæíÿìè.

3. Íåçàðÿæåííûå ïðîâîäÿ-
ùèå ïëàñòèíû èìåþò ïî äâà îáøèðíûõ ïëîñêèõ ïàðàëëåëü-
íûõ ó÷àñòêà ïëîùàäüþ 1S  è 2S  ñ ìàëûìè çàçîðàìè 1d  è 2d
ìåæäó íèìè (ðèñ.2). Ïðîòÿæåííîñòü îáëàñòè èçãèáà ìàëà â
ñðàâíåíèè ñ ðàçìåðàìè ïëàñòèí. Ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêî-
ñòè ñèììåòðèè ïëàñòèí
âêëþ÷àþò âíåøíåå îä-
íîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ Å.
Íàéäèòå íàïðÿæåííîñòè

1E  è 2E  ïîëåé âíóòðè
çàçîðîâ ìåæäó ïëîñêè-
ìè ó÷àñòêàìè.

4. Ñòàëüíóþ ïëàñòèí-
êó ïîãðóæàþò ïëàøìÿ â
âîäó â ãëóáîêîì îçåðå è îòïóñêàþò. Îöåíèòå, âî ñêîëüêî ðàç
âîçðàñòåò ðàçíîñòü äàâëåíèé íà íèæíþþ è âåðõíþþ ïîâåðõ-
íîñòè ïëàñòèíêè íà áîëüøîé ãëóáèíå ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëü-
íûì ìîìåíòîì äâèæåíèÿ.

5. Ñîñóä ñ ïëîñêèì äíîì óñòàíîâëåí ñ íåáîëüøèì íàêëî-
íîì, â ñîñóäå – õîëîäíàÿ âîäà. ×àøêó ñòàâÿò ââåðõ äíîì äî
ñîïðèêîñíîâåíèÿ åå ñ äíîì ñîñóäà. Îíà îñòàåòñÿ íà ìåñòå.
Çàìåíÿþò õîëîäíóþ âîäó íàãðåòîé. Ïîñòàâëåííàÿ òàêèì æå
îáðàçîì ÷àøêà ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íà÷èíàåò ñîñêàëüçû-
âàòü. Îáúÿñíèòå ÿâëåíèå.

Âàðèàíò 2

1. Êàïëÿ, ïàäàþùàÿ âåðòèêàëüíî, ïðîëåòàåò ìèìî îêíà
âûñîòîé h çà âðåìÿ t. Íàéäèòå åå ñêîðîñòè ïðè ïðîëåòå ìèìî
íèæíåãî è âåðõíåãî êðàåâ îêíà. Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà
ïðåíåáðå÷ü. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðîâíî g.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

Â À Ð È À Í Ò Û 41
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Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èì. Ê.Ý.Öèîëêîâñêîãî (ÌÀÒÈ)

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 2
9 22 4 21 0x x x x- - - - = .

2. Áàòàðåè ñ íàïðÿ-
æåíèÿìè 1U , 2U  è

3U  ñîåäèíèëè òàê,
÷òî îíè èìåþò îáùèé
«ìèíóñ» (ðèñ.3).
Ïëþñû ýòèõ áàòàðåé
ïîäñîåäèíèëè ê òðåì
îáêëàäêàì èñõîäíî
íåçàðÿæåííûõ êîí-

äåíñàòîðîâ ñ åìêîñòÿìè 1C , 2C  è 3C , à òðè äðóãèå îáêëàäêè
êîíäåíñàòîðîâ ñîåäèíèëè ïðîâîäíèêàìè â òî÷êå À. Êàêîâî
íàïðÿæåíèå ìåæäó òî÷êàìè À è Â?

3. Â âåðòèêàëüíîì òåïëîèçîëèðîâàííîì öèëèíäðå íàõî-
äèòñÿ ãåëèé, äàâëåíèå êîòîðîãî óðàâíîâåøèâàåò ïîðøåíü

ìàññîé Ì ñ ïîäâåøåííûì ê íåìó
ãðóçîì ìàññîé ò (ðèñ.4). Âûøå
ïîðøíÿ – âàêóóì. Ïîðøåíü íàõî-
äèòñÿ íà âûñîòå Í, à ãðóç – íà
âûñîòå 0H  íàä äíîì öèëèíäðà.
Ãðóç îòðûâàåòñÿ, ïàäàåò íà äíî è
ïðèëèïàåò ê íåìó. Íà ñêîëüêî
ïîäíèìåòñÿ ïîðøåíü, êîãäà ñíîâà
óñòàíîâèòñÿ ðàâíîâåñèå? Ñ÷èòàòü,
÷òî âñÿ âûäåëåííàÿ ýíåðãèÿ ïîøëà
íà íàãðåâ ãàçà. Îáúåì ãðóçà ìàë ïî

ñðàâíåíèþ ñ îáúåìîì ãåëèÿ. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
ðàâíî g.

4. Îöåíèòå, íà ñêîëüêî ìàññà ñòàêàíà ñ òÿæåëîé âîäîé
( 2D O ) áîëüøå ìàññû ñòàêàíà ñ îáû÷íîé âîäîé.

5. Èç áóìàãè ñêëååíû äâà îäèíàêîâûõ êîíóñà, ïðèìåð
âûêðîéêè êîíóñà ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 5. Îäèí êîíóñ îáðå-

çàþò ïî êðàþ è âêëàäûâàþò â íåãî
îáðåçêè. Åñëè êîíóñû îäíîâðåìåííî
îòïóñòèòü ñ îäíîé è òîé æå âûñîòû,
îäèí èç íèõ ïðè ïàäåíèè çàìåòíî îò-
ñòàåò îò äðóãîãî. Åñëè èç ìåíüøåãî
êîíóñà óáðàòü îáðåçêè, òî îòïóùåí-
íûå îäíîâðåìåííî êîíóñû äîñòèãàþò
ïîëà îäíîâðåìåííî. Îáúÿñíèòå, ïî÷å-
ìó òàê ïðîèñõîäèò.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Å.Áàëäèí, È.Âîðîáüåâ, Ã.Ìåëåäèí

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. À.È.Ãåðöåíà

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Âàðèàíò 1

1. Ðàçëîæèòå ÷èñëî 16 íà ìíîæèòåëè òàê, ÷òîáû èõ ñóììà
áûëà ðàâíà 10. Íàéäèòå ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ áîëüøåãî ìíîæè-
òåëÿ íà ìåíüøèé.

2. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé õ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

2

1 9 1 34 log 2,5 log 1,5y x x= + -

íå ìåíüøå 0?
3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå ó, äëÿ êîòîðîãî

2 32 6 2 3y y y y◊ ≥ ◊ .

4. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

( )
3

cos 7 cos 2 cos 3 0
2

x x xπ πÊ ˆ- - - - =Á ˜Ë ¯
.

Ðèñ. 3

5. Ïðè êàêèõ k óðàâíåíèå

( )2
2 1 2 0kx k x k+ + + =

èìååò êîðíè îäíîãî çíàêà?
6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2
5 2x x x- ≥ - .

7. Íàéäèòå ñóììó âñåõ òðåõçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êðàòíûõ 5.

8. Èç òî÷êè À îêðóæíîñòè ðàäèóñà 8 ïðîâåäåíû äâå ðàâíûå
õîðäû ÀÂ è ÀÑ, îáðàçóþùèå óãîë 60∞ . Íàéäèòå ðàññòîÿíèå
îò öåíòðà ýòîé îêðóæíîñòè äî ïðÿìîé ÂÑ.

9. Îäèí èç êàòåòîâ ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà ëåæèò â ïëîñêîñòè α , à äðóãîé îáðàçóåò ñ íåé
óãîë, ðàâíûé 45∞ . Íàéäèòå óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò ãèïîòå-
íóçà ñ ïëîñêîñòüþ α .

Âàðèàíò 2

1. Ïîëîâèíó ïóòè ìîòîöèêëèñò åõàë ñ íàìå÷åííîé ñêîðî-
ñòüþ 45 êì/÷. Çàòåì çàäåðæàëñÿ íà 10 ìèí, à ïîýòîìó, ÷òîáû
íàâåðñòàòü ïîòåðÿííîå âðåìÿ, îí óâåëè÷èë ñêîðîñòü íà
15 êì/÷. Êàêîâ âåñü ïóòü ìîòîöèêëèñòà?

2. Îïðåäåëèòå ñóììó íå÷åòíûõ ÷èñåë ïåðâîé ñîòíè.
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 2
4 6 6 4

8 16 0
x x x- - -- = .

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2

9
log 6 log 3 1

x
x - £ .

5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

( ) 41 16 0x x+ - ≥ .

6. Âû÷èñëèòå
2

2 sin sin sin 1
2

3
2 cos sin 2

2

πα α α

π α α

Ê ˆÊ ˆ+ + + -Á ˜Á ˜Ë ¯Ë ¯
Ê ˆ- - -Á ˜Ë ¯

,

åñëè cos 0,5α = .
7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ b óðàâíåíèå

1 3
2

b
x

x

+
+ =

èìååò äâà êîðíÿ?
8. Íàéäèòå äëèíó îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíè-

êà, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 25, à óãëû α  ïðè îñíîâàíèè
òàêîâû, ÷òî tg 4α = .

9. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðà-
ìèäû ðàâíà 3 3 , áîêîâàÿ ãðàíü íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè
îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì 30∞ . Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Î.Êîðñàêîâà, Í.Ïîäõîäîâà
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ÔÈÇÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

(îëèìïèàäà-2005)

Âûáåðèòå ïðàâèëüíûé îòâåò
1. Àâòîìîáèëü òðîãàåòñÿ ñ ìåñòà, â òå÷åíèå 8 ñ ðàâíîóñêî-

ðåííî ðàçãîíÿåòñÿ è, íàáðàâ ñêîðîñòü 50 ì/ñ, çàòåì äâèæåò-
ñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. ×åðåç êàêîå âðåìÿ àâòîìîáèëü
îêàæåòñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 êì îò íà÷àëüíîé òî÷êè?

Â À Ð È À Í Ò Û 43

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå
2 4 2

2 2log 3 log 1 0x x+ - = .

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2 2
2 4 3 4 3 4x x x x+ ≥ + - .

4. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ïðîâåäåíû äèàãî-
íàëè ÀÑ è BD. Íàéäèòå îòíîøåíèå :ADB DBC– – , åñëè

: : 1 : 16 : 3CAB ABC BCA– – – = , 54DAC– = ∞  è DA = DC.
5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ñ óðàâíåíèå

3 sin 3 cos 2 sin 2 0x x x c+ + + =
èìååò ðåøåíèå?

Âàðèàíò 2

(îëèìïèàäà-2005)

1. Äâå êîìàíäû, êàæäàÿ èç òðåõ ñïîðòñìåíîâ, ó÷àñòâóþò â
ýñòàôåòå, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ýòàïîâ îäèíàêîâîé äëèíû.
Ñïîðòñìåíû ïåðâîé êîìàíäû íà âñåõ ýòàïàõ áåãóò ñ îäèíà-
êîâîé ñêîðîñòüþ. Íà 1-ì ýòàïå ñïîðòñìåí âòîðîé êîìàíäû
áåæèò ìåäëåííåå ñâîåãî ñîïåðíèêà íà 1 êì/÷, íà 2-ì ýòàïå
ñïîðòñìåíû îáåèõ êîìàíä áåãóò ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, à
íà 3-ì ýòàïå ñïîðòñìåí âòîðîé êîìàíäû áåæèò áûñòðåå ñâîåãî
ñîïåðíèêà íà 1 êì/÷. Îïðåäåëèòå êîìàíäó-ïîáåäèòåëüíèöó.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2 1 1 315 100x x x π- - + + > - .

3. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè p > 0 è q > 0, òî êâàäðàòíûå
òðåõ÷ëåíû 2x px q+ -  è 2x px q- + +  èìåþò äåéñòâèòåëü-
íûå êîðíè, ïðè÷åì ìåæäó êîðíÿìè êàæäîãî èç íèõ íàõîäèò-
ñÿ îäèí èç êîðíåé äðóãîãî.

4. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí AB : AC = 2
ïðîâåäåíû ìåäèàíà BD è áèññåêòðèñà ÀÅ, à ÷åðåç òî÷êó èõ
ïåðåñå÷åíèÿ ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ CF. Íàéäèòå îòíîøåíèå
ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ DEF è ÀÂÑ.

5. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì çíà÷åíèè à óðàâíåíèå

2 sin sin 2 1 2 cosx b x a x+ + = -
èìååò ðåøåíèå äëÿ âñåõ b?

6. Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
2 3 2 2

16xy x y x- + - = .

7. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
1 3 5 2003 1

2 4 6 2004 2005
◊ ◊ ◊ ◊ <… .

8. Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè

2 2
7 35 2y x x x x= - - + - .

9. Èçîáðàçèòå ìíîæåñòâî òî÷åê ( );x y , çàäàâàåìûõ íåðà-
âåíñòâîì

2 2 8
4 4 0

3
x x y y- + - + £ ,

è íàéäèòå åãî ïëîùàäü.

1) 16 ñ;    2) 18 ñ;    3) 20 ñ;    4) 24 ñ;    5) 28 ñ.

2. Òåëî áðîñàþò ñ ïîâåðõíîñòè çåìëè, åãî íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïîä óãëîì 30∞  ê ãîðèçîíòó. Íàéäèòå
äàëüíîñòü áðîñêà L, åñëè â ïîëåòå òåëî ïîäíèìàëîñü íà
ìàêñèìàëüíóþ âûñîòó h íàä çåìëåé. Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäó-
õà ïðåíåáðå÷ü.

1) 3L h= ;  2) 2 3L h= ;  3) 4 3L h= ;  4) 2L h= ;

5) 4L h= .
3. Äâà øàðà äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ïî îäíîé

ïðÿìîé. Ìàññû øàðîâ 1m  è 2 12m m= . Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
ïåðâîãî øàðà ðàâíà 4 Äæ. Êàêîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé
äîëæåí îáëàäàòü âòîðîé øàð, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ñîóäàðåíèÿ
øàðû îñòàíîâèëèñü?

1) 1 Äæ;    2) 2 Äæ;    3) 4 Äæ;    4) 8 Äæ;    5) 12 Äæ.
4. Â áàëëîíå íàõîäèòñÿ èäåàëüíûé ãàç ïðè òåìïåðàòóðå

60 C∞  è äàâëåíèè 100 êÏà. Èç áàëëîíà  âûïóñêàþò ïîëîâèíó
ãàçà, à îñòàâøèéñÿ íàãðåâàþò íà 60 C∞ . Êàêèì ñòàíåò
äàâëåíèå â áàëëîíå?

1) 100 êÏà; 2) 169 Ïà; 3) 236 êÏà; 4) 59 êÏà; 5) 75 êÏà.
5. Îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî èäåàëüíîãî ãàçà ïåðåõîäèò èç

ñîñòîÿíèÿ 1 â ñîñòîÿíèå 2 òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè
(ðèñ.1). Â êàêîì èç òðåõ ïðî-
öåññîâ à, b, c èçìåíåíèå âíóò-
ðåííåé ýíåðãèè ãàçà ìàêñè-
ìàëüíî?

1) à;   2) b;   3) ñ;   4) UΔ
îäèíàêîâî âî âñåõ ïðîöåñ-
ñàõ; 5) 0UΔ =  âî âñåõ ïðî-
öåññàõ.

6. Èìåþòñÿ äâà çàðÿæåí-
íûõ êîíäåíñàòîðà: åìêîñòü
ïåðâîãî 100 ìêÔ, íàïðÿæå-
íèå íà íåì 200 Â; åìêîñòü âòîðîãî 400 ìêÔ, íàïðÿæåíèå íà
íåì 300 Â. Îäíîèìåííûå ïëàñòèíû êîíäåíñàòîðîâ ñîåäèíÿ-
þò òîíêèìè ïðîâîäíèêàìè. Êàêîå íàïðÿæåíèå óñòàíîâèòñÿ
â ñèñòåìå?

1) 240 Â;    2) 250 Â;    3) 260 Â;    4) 280 Â;    5) 290 Â.

7. Ê èñòî÷íèêó ÝÄÑ ñ âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì 4 Îì
ïîäêëþ÷åí ðåîñòàò. Óêàæèòå äâà çíà÷åíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ
ðåîñòàòà, ïðè êîòîðûõ íà íåì âûäåëÿåòñÿ îäíà è òà æå
ìîùíîñòü. Ñîïðîòèâëåíèåì ïðîâîäîâ ïðåíåáðå÷ü.

1) 1 Îì è 5 Îì; 2) 1 Îì è 16 Îì; 3) 2 Îì è 6 Îì; 4) 2 Îì
è 10 Îì; 5) 2 Îì è 16 Îì.

8. Ñèëà òîêà ÷åðåç êàòóø-
êó èíäóêòèâíîñòè èçìåíÿåò-
ñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàôè-
êîì íà ðèñóíêå 2. Âî ñêîëü-
êî ðàç îòëè÷àþòñÿ ýíåðãèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ êàòóøêè â
ìîìåíòû âðåìåíè 1 0,4 ct =
è 2 2 ct = ?

1) Â 2,5 ðàçà;    2) â 5 ðàç;
3) â 6,25 ðàç;    4) â 7,5 ðàç;   5) â 25 ðàç.

9. Ïðè êîëåáàíèÿõ ìàÿòíèêà åãî êîîðäèíàòà èçìåíÿåòñÿ ïî
çàêîíó ( ) ( )0,05 sin10  ìx t t= . Íàéäèòå ñêîðîñòü ìàÿòíèêà â
íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0.

1) 0,05 ì/ñ;   2) 0,1 ì/ñ;   3) 0,5 ì/ñ;   4) 2 ì/ñ;   5) 0.

10. Íà äèôðàêöèîííóþ ðåøåòêó ïî íîðìàëè ïàäàåò ìîíî-
õðîìàòè÷åñêèé ñâåò. Èçâåñòíî, ÷òî ïåðèîä ðåøåòêè â 10 ðàç
áîëüøå äëèíû âîëíû ïàäàþùåãî ñâåòà. Ïîä êàêèì óãëîì
äèôðàêöèè áóäåò íàáëþäàòüñÿ ìàêñèìóì 1-ãî ïîðÿäêà?

1) arcsin 0,1 ;    2) arcsin 0,05 ;    3) arcsin 0,01 ;    4) 10∞ ;
5) 30∞ .
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Âàðèàíò 2

Âûáåðèòå ïðàâèëüíûé îòâåò
1. Ìàññû òåë, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 3, ðàâíû 1 1 *ãm = ,

2 2 *ãm = , 3 3 *ãm = ; íèòè íåâåñîìûå è íåðàñòÿæèìûå. Ê
ïåðâîìó òåëó ïðèëîæåíà
ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèëà F =
= 6 Í. Íàéäèòå ñèëó íàòÿ-
æåíèÿ íèòè, êîòîðàÿ ñâÿ-
çûâàåò òåëà ìàññàìè 1m  è

2m . Òðåíèÿ íåò.
1) 6 Í;    2) 2 Í;    3) 3 Í;    4) 4 Í;    5) 5 Í.
2. Òåëî áðîñàþò ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ, íàïðàâëåííîé ïîä

óãëîì 60∞  ê ãîðèçîíòó, ñîîáùèâ åìó êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ
20 Äæ. Íàéäèòå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ òåëà â âåðõíåé òî÷êå
òðàåêòîðèè. Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

1) 5 Äæ;   2) 10 Äæ;   3) 20 Äæ;   4) 17,3 Äæ;   5) 0.

3. Òåëåæêà åäåò áåç òðåíèÿ ïî ñòîëó. Íà òåëåæêó áûñòðî
íàñûïàþò ïåñîê, ìàññà êîòîðîãî ðàâíà ìàññå òåëåæêè. Ñðàâ-
íèòå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ òåëåæêè ñ ïåñêîì 2K  ñ íà÷àëü-
íîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé òåëåæêè 1K .

1) 2 1K K>  â 2 ðàçà;   2) 2 1K K>  â 4 ðàçà;   3) 2 1K K= ;
4) 2 1K K<  â 2 ðàçà;   5) 2 1K K<  â 4 ðàçà.

4. Êîãäà èç áàëëîíà âûïóñòèëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ãàçà,
äàâëåíèå â áàëëîíå óìåíüøèëîñü â 4 ðàçà, à àáñîëþòíàÿ
òåìïåðàòóðà ãàçà ïîíèçèëàñü íà 25%. Êàêóþ ÷àñòü ãàçà
âûïóñòèëè?

1) 1/2;    2) 2/3;    3) 3/4;    4) 3/5;    5) 4/5.

5. Ðàñøèðÿÿñü, îäíîàòîìíûé èäåàëüíûé ãàç ñîâåðøèë
ðàáîòó 200 Äæ. Êàê èçìåíèëàñü âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ãàçà,
åñëè â õîäå ðàñøèðåíèÿ îí íå ïîëó÷àë è íå îòäàâàë òåïëî?

1) Óìåíüøèëàñü íà 200 Äæ;   2) íå èçìåíèëàñü;
3) óâåëè÷èëàñü íà 200 Äæ;   4) óâåëè÷èëàñü íà 300 Äæ;
5) óâåëè÷èëàñü íà 500 Äæ.

6. Ïëîñêèé âîçäóøíûé êîíäåíñàòîð îòêëþ÷àþò îò èñòî÷-
íèêà è çàïîëíÿþò äèýëåêòðèêîì ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöà-
åìîñòüþ 4ε = . Êàê èçìåíèòñÿ ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ýëåêòðè÷åñ-
êîãî ïîëÿ êîíäåíñàòîðà?

1) Óâåëè÷èòñÿ â 4 ðàçà;   2) óâåëè÷èòñÿ â 2 ðàçà;
3) óìåíüøèòñÿ â 4 ðàçà;  4) óìåíüøèòñÿ â 2 ðàçà;  5) íå
èçìåíèòñÿ.

7. Äâà ðåçèñòîðà ñîïðîòèâëåíèÿìè 1R  è 2R  ñîåäèíåíû
ïàðàëëåëüíî. Ñèëà òîêà ÷åðåç ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì 1R
ðàâíà 2 À, íàïðÿæåíèå íà ðåçèñòîðå ñîïðîòèâëåíèåì 2R
ðàâíî 4 Â. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î âåëè÷èíàõ ñîïðîòèâëåíèé
ðåçèñòîðîâ?

1) 1 2 nìR = ;   2) 2 2 nìR = ;   3) 1 2 2 nìR R= = ;
4) 1 21 1 2 nìR R+ = ;    5) 1 2 0,5 nìR R+ = .

8. Çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì
ïîëå ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà
÷àñòèöó ñî ñòîðîíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñèëà Ëîðåíöà), ðàâíà
F. Íàéäèòå ðàáîòó ýòîé ñèëû çà îäèí îáîðîò.

1) 2RF;   2) RFπ ;   3) 2 RFπ ;   4) ñèëà íå ñîâåðøàåò ðàáîòû;
5) ðàáîòà çàâèñèò îò ñêîðîñòè ÷àñòèöû.

9. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà 25 ñì,
åãî ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü 0,44 ì/ñ. Íàéäèòå äëèíó ìàÿò-
íèêà. Êîëåáàíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ãàðìîíè÷åñêèìè.

1) 0,57 ì;    2) 1,76 ì;    3) 2,6 ì;    4) 3,2 ì;    5) 5,7 ì.
10. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé óãîë ïðåëîìëåíèÿ

ëó÷à, êîòîðûé âõîäèò â ñòåêëî èç âîçäóõà. Ïîêàçàòåëü
ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà 1,5, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà 1.

1) 45∞ ;  2) 60∞ ;  3) 90∞ ;  4) ( )arcsin 3 4 ;  5) ( )arcsin 2 3 .

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Å.Âåäåíñêàÿ, Â.Ãàëêèí ,
Ì.Êóçüìèí, Ò.Ìåäèíà, À.Ìèðîíîâ, Â.Ìèðîøêèí ,

Ë.Ìóðàâåé, Å.Íèêóëèí, Â.Ïàíôåðîâ, À.Ïîêðîâñêèé

Ðèñ. 3

Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
íåôòè è ãàçà èì. È.Ì.Ãóáêèíà

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå

0,25 0,125

0,5 0,5 0,25

a a a

a a a

- -
-

- + +
.

2. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

( )3 10 4x x- > - .

3. Ñóììà 7-ãî è 16-ãî ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè
ðàâíà 11. Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ 22 ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 4 4x x- - = - .

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

22 2 20x x++ = .

6. Âû÷èñëèòå
3log 2

2

3 1

log 2

- -
.

7. Âû÷èñëèòå

( )cos 95 cos 5 0,5 sin10 1∞ ∞ + ∞ + .

8. Íàéäèòå â ãðàäóñàõ íàèáîëüøèé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü
óðàâíåíèÿ

( ) ( )tg 75 tg 15 2x x∞ + + ∞ - = .

9. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà à, ïðè
êîòîðîì ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïðîõîäÿò òðè ðàçëè÷íûå
ïðÿìûå, êàñàþùèåñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè

3 2
10,8 25y x x x a= + - + .

10. Ñêîëüêî öåëûõ ÷èñåë âõîäèò â îáëàñòü ðåøåíèé
íåðàâåíñòâà

( )log 4 140 2x x + ≥ ?

11. Â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ãèïîòåíóçîé 1,84 è
ïåðèìåòðîì 4 âïèñàíà îêðóæíîñòü. Âòîðàÿ îêðóæíîñòü ïðî-
õîäèò ÷åðåç âåðøèíû îñòðûõ óãëîâ òàê, ÷òî âïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ åå èçíóòðè. Íàéäèòå ðàäèóñ âòîðîé
îêðóæíîñòè.

12. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD ñ
îñíîâàíèåì ABCD ïðîòèâîïîëîæíûå áîêîâûå ðåáðà ïèðà-
ìèäû îáðàçóþò óãîë ϕ , cos 0,25ϕ = . Îêîëî ïèðàìèäû
SABCD îïèñàí øàð ðàäèóñà 9. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà,
îïèñàííîãî îêîëî ïèðàìèäû MABCD, ãäå Ì – ñåðåäèíà
êàêîãî-íèáóäü áîêîâîãî ðåáðà ïèðàìèäû.

Âàðèàíò 2

1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå
4 4

2 2 4 4 4

2 3 3 2
1

2 2 3 3 33

xy xy xy xy

xy xy xyx y

Ê ˆ-
+ - +Á ˜+ + --Ë ¯

è íàéäèòå åãî çíà÷åíèå ïðè 19 31x = , 98 15y = .
2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )2
0,5 11 32 6x x x- + = - .

3. Ïðîèçâåäåíèå 6-ãî è 46-ãî ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-



ãðåññèè ðàâíî 0,81. Íàéäèòå 26-é ÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî îí ïîëîæèòåëåí.

4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå
íåðàâåíñòâà

7,5 10x + > .

5. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

( )
17

17

3 3 3

1255

x

x

-

-
> .

6. Âû÷èñëèòå

5
3,8

log 10 lg 3,8◊ .

7. Âû÷èñëèòå
2

2

2 sin 50 1

2ctg 95 cos 175

∞ -
∞ ∞ .

8. Íàéäèòå â ãðàäóñàõ íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü
óðàâíåíèÿ

3
cos sin 4 sin cos 4

3 3 2
x x

π π
- = .

9. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà à ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íàÿ ïðÿìàÿ, êàñàþùàÿñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè 2y x a= +  è

ãðàôèêà ôóíêöèè 36

9
y x= ?

10. Íàéäèòå ìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ
log 300

10

90 3

xx Ê ˆ= Á ˜Ë ¯ .

11. Îêîëî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ ãèïîòåíóçîé
64 îïèñàíà îêðóæíîñòü. Â íåãî æå âïèñàíà îêðóæíîñòü,
êàñàþùàÿñÿ ãèïîòåíóçû â òî÷êå Ì. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà 9
êàñàåòñÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñíàðóæè â òî÷êå Ì è îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè – èçíóòðè. Íàéäèòå ðàäèóñ âïèñàííîé
îêðóæíîñòè.

12. Ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç öåíòðà îñíîâàíèÿ Î
ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû íà åå áîêîâóþ ãðàíü,
ïåðåñåêàåò ýòó ãðàíü â òî÷êå N, à âïèñàííóþ â ïèðàìèäó
ñôåðó – â òî÷êå Ì. Èçâåñòíî, ÷òî OM = ON = 2. Íàéäèòå
îáúåì ïèðàìèäû.

ÔÈÇÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âíèìàíèå! Åñëè åäèíèöû íå óêàçàíû, âûðàçèòå îòâåò â
åäèíèöàõ ÑÈ. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g ñ÷èòàéòå ðàâ-
íûì 2

10 ì “  (êðîìå îñîáî îãîâîðåííûõ ñëó÷àåâ).

Âàðèàíò 1

1. Çà äâå ñåêóíäû äâèæåíèÿ òåëî ïðîøëî ïóòü 20 ì, ïðè
ýòîì åãî ñêîðîñòü, íå ìåíÿÿ íàïðàâëåíèÿ, óâåëè÷èëàñü â 3
ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíîé. Êàêîâî áûëî óñêîðå-
íèå òåëà?

2. Íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè äëèíîé 15 ì è âûñîòîé 9 ì
ëåæèò ãðóç ìàññîé 15 êã. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ðàâåí 0,8.
Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ñèëó íàäî ïðèëîæèòü ê ãðóçó âäîëü
ïëîñêîñòè, ÷òîáû ñäâèíóòü ãðóç âíèç?

3. Øàð ìàññîé 100 ã, äâèãàâøèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ 5 ì/ñ,
ñòàëêèâàåòñÿ àáñîëþòíî íåóïðóãî ñ øàðîì ìàññîé 150 ã,
äâèãàâøèìñÿ â òîì æå íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ 4 ì/ñ.
Íàéäèòå ñêîðîñòü øàðîâ ïîñëå óäàðà. Îòâåò äàéòå â ñì/ñ.

4. Îäíîðîäíûé ñòåðæåíü ñ ïðèêðåïëåííûì íà îäíîì èç åãî
êîíöîâ ãðóçîì ìàññîé 7,5 êã íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, åñëè
òî÷êà îïîðû îòñòîèò îò ãðóçà íà 1/7 äëèíû ñòåðæíÿ. ×åìó
ðàâíà ìàññà ñòåðæíÿ?

5. Ïðè èçîáàðíîì ðàñøèðåíèè ãàç ñîâåðøèë ðàáîòó
200 Äæ, à åãî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ óâåëè÷èëàñü ïðè ýòîì íà
500 Äæ. Çàòåì ãàçó â èçîõîðíîì ïðîöåññå ñîîáùèëè òàêîå æå
êîëè÷åñòâî òåïëîòû, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå. Íà ñêîëüêî
óâåëè÷èëàñü âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ãàçà â ðåçóëüòàòå ýòèõ äâóõ
ïðîöåññîâ?

6. Êàêóþ ðàáîòó (â ìÄæ) íàäî ñîâåðøèòü, ÷òîáû ïåðåìå-
ñòèòü çàðÿä 50 ìêÊë â îäíîðîäíîì ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ
2 êÂ/ì íà ðàññòîÿíèå 0,7 ì, åñëè ïåðåìåùåíèå ïðîèñõîäèò
ïîä óãëîì 60∞  ê ñèëîâûì ëèíèÿì ïîëÿ? Â îòâåòå óêàæèòå
ìîäóëü ïîëó÷åííîé âåëè÷èíû.

7. Òðè èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî òîêà ñ ÝÄÑ 1 Â, 3 Â è 5 Â
è âíóòðåííèìè ñîïðîòèâëåíèÿìè 1 Îì êàæäûé ñîåäèíåíû
ïîñëåäîâàòåëüíî è çàìêíóòû íàêîðîòêî. Îïðåäåëèòå ñèëó
òîêà â öåïè.

8. Èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà â ñîáèðàþùåé ëèíçå ïîëó÷åíî â
íàòóðàëüíóþ âåëè÷èíó. Âî ñêîëüêî ðàç óìåíüøèòñÿ ðàçìåð
èçîáðàæåíèÿ, åñëè ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà äî ëèíçû óâåëè-
÷èòü â 4 ðàçà?

9. Äåìîíñòðàöèîííàÿ óñòàíîâêà ñîñòîèò èç íàêëîííîé
ïëîñêîñòè, ïëàâíî ïåðåõîäÿùåé â «ìåðòâóþ ïåòëþ» ðàäèó-
ñîì R. Óñòàíîâêà çàêðåïëåíà íà òåëåæêå, ñòîÿùåé íà ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ãðóç ìàññîé 0,2 êã ñúåçæàåò ñ âûñîòû
2,5R, îòñ÷èòàííîé îò íèæíåé òî÷êè ïåòëè. ×åìó ðàâíà ñèëà
äàâëåíèÿ ãðóçà íà ïîâåðõíîñòü â âåðõíåé òî÷êå ïåòëè?
Òðåíèåì ïðåíåáðå÷ü. Ìàññà óñòàíîâêè âìåñòå ñ òåëåæêîé
âäâîå áîëüøå ìàññû ãðóçà.

10. Îáúåì öèëèíäðà îòêà÷èâàþùåãî ïîðøíåâîãî íàñîñà â
4 ðàçà áîëüøå îáúåìà îòêà÷èâàåìîãî ñîñóäà. Çà ñêîëüêî
õîäîâ ïîðøíÿ äàâëåíèå â ñîñóäå óïàäåò îò àòìîñôåðíîãî
(100 êÏà) äî 800 Ïà? Òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà.

11. Äâà èîíà, èìåþùèå îäèíàêîâûå çàðÿäû, íî ðàçëè÷íûå
ìàññû, âëåòåëè â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå. Ïåðâûé íà÷àë
äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì 8 ñì, âòîðîé – ïî
îêðóæíîñòè ðàäèóñîì 2 ñì. Âî ñêîëüêî ðàç ìàññà ïåðâîãî
èîíà áîëüøå, ÷åì ìàññà âòîðîãî, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíè
ïðîøëè îäíó è òó æå ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ?

12. Ê äèíàìîìåòðó, çàêðåïëåííîìó âåðòèêàëüíî, ïîäâåñè-
ëè ãðóç. Ïðè ýòîì ãðóç ñòàë ñîâåðøàòü ãàðìîíè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ ñ öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé 15 c- . Íà ñêîëüêî ñàíòè-
ìåòðîâ îêàæåòñÿ ðàñòÿíóòîé ïðóæèíà äèíàìîìåòðà ïîñëå
ïîëíîãî ïðåêðàùåíèÿ êîëåáàíèé ãðóçà?

Âàðèàíò 2

1. Ìÿ÷ áðîøåí ñ íåêîòîðîé âûñîòû âåðòèêàëüíî âíèç ñî
ñêîðîñòüþ 4,5 ì/ñ. Íàéäèòå ñðåäíþþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ
ìÿ÷à çà ïåðâûå ïÿòü ñåêóíä äâèæåíèÿ. Óñêîðåíèå ñâîáîäíî-
ãî ïàäåíèÿ 2

9,8 ì “ .
2. Â ëèôòå, ïîäíèìàþùåìñÿ ñ óñêîðåíèåì 2

1,4 ì “ , íà
ïðóæèíå æåñòêîñòüþ 700 Í/ì âèñèò ãðóç ìàññîé 0,5 êã.
×åìó ðàâíî (â ìì) óäëèíåíèå ïðóæèíû? Óñêîðåíèå ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ 2

9,8 ì “ .
3. Òåëî ìàññîé 2 êã ïîäíèìàþò ñ çåìëè âåðòèêàëüíî ââåðõ,

ïðèêëàäûâàÿ ñèëó 30 Í. Êàêóþ ìîùíîñòü ðàçâèâàåò ýòà ñèëà
÷åðåç 2 ñ ïîñëå íà÷àëà ïîäúåìà?

4. Îïðåäåëèòå ìàññó (â òîííàõ) ëüäèíû, ïëàâàþùåé â
âîäå, åñëè îáúåì âûñòóïàþùåé ÷àñòè ëüäèíû 34 ì . Ïëîò-

íîñòü ëüäà 3
900 *ã ì , ïëîòíîñòü âîäû 3

1000 *ã ì .
5. Íà ýëåêòðîïëèòêå ìîùíîñòüþ 1200 Âò íàãðåâàåòñÿ äî

êèïåíèÿ 2,4 êã âîäû çà 20 ìèí. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà âîäû

20 0C , óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü âîäû ( )4200 d› *ã j◊ . Îï-
ðåäåëèòå ÊÏÄ (â ïðîöåíòàõ) óñòàíîâêè.

6. Äâå ïàðàëëåëüíûå ìåòàëëè÷åñêèå ïëàñòèíû, íàõîäÿùè-
åñÿ íà ðàññòîÿíèè 5 ñì äðóã îò äðóãà â âàêóóìå, çàðÿæåíû äî
ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ 2 êÂ. Êàêàÿ ñèëà áóäåò äåéñòâîâàòü íà

Â À Ð È À Í Ò Û 45



Ê Â À Í T · 2 0 0 6 / ¹ 246

çàðÿä 300 ìêÊë, ïîìåùåííûé ìåæäó ïëàñòèíàìè? Ïîëå
ìåæäó ïëàñòèíàìè ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì.

7. Â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå íàõîäèòñÿ ïëîñêèé âèòîê
ïëîùàäüþ 2

0,001 ì , ðàñïîëîæåííûé ïåðïåíäèêóëÿðíî ëè-
íèÿì ïîëÿ. Êàêîé âåëè÷èíû òîê (â ìêÀ) ïîòå÷åò ïî âèòêó,
åñëè èíäóêöèÿ ïîëÿ áóäåò óáûâàòü ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
0,05 Òë/ñ? Ñîïðîòèâëåíèå âèòêà 2 Îì.

8. Ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê äëèíîé 0,1 ì ñîâåðøàåò ãàðìî-
íè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäîé 0,07 ì. Îïðåäåëèòå íàè-
áîëüøåå óñêîðåíèå ãðóçèêà ìàÿòíèêà.

9. Íà ÷àøêó âåñîâ ìàññîé 200 ã, ïîäâåøåííóþ íà ïðóæèíå,
ñ âûñîòû 30 ñì ïàäàåò ãðóç ìàññîé 800 ã. Íàéäèòå àìïëèòóäó
(â ñì) êîëåáàíèé ÷àøêè ñ ãðóçîì ïîñëå àáñîëþòíî íåóïðó-
ãîãî óäàðà. Æåñòêîñòü ïðóæèíû 400 Í/ì.

10. Èäåàëüíûé ãàç íàãðåâàþò ñíà÷àëà èçîáàðíî îò 300 Ê äî
450 Ê, à çàòåì – èçîõîðíî äî 600 Ê. Ïîñëå ýòîãî ãàç èçîáàðíî
ñæèìàþò äî ïåðâîíà÷àëüíîãî îáúåìà. ×åìó ðàâíà êîíå÷íàÿ
òåìïåðàòóðà ãàçà (â êåëüâèíàõ)?

11. Ïðè ðåìîíòå ýëåêòðîïëèòêè äëèíà ñïèðàëè áûëà
óâåëè÷åíà íà 0,25 ïåðâîíà÷àëüíîé äëèíû. Íà ñêîëüêî ïðî-
öåíòîâ óìåíüøèëàñü ìîùíîñòü ïëèòêè?

12. Ñîáèðàþùàÿ ëèíçà äàåò íà ýêðàíå ÷åòêîå èçîáðàæåíèå
ïðåäìåòà, óâåëè÷åííîå â 2 ðàçà. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìå-
òîì è ýêðàíîì íà 15 ñì áîëüøå äâîéíîãî ôîêóñíîãî ðàññòî-
ÿíèÿ ëèíçû. Íàéäèòå (â ñì) ðàññòîÿíèå îò ëèíçû äî ýêðàíà.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Á.Ïèñàðåâñêèé, À.×åðíîóöàí

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

(ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2 8

1 2 1 3 2

x x x

x x x x x x

- + -
+

- - - + - +
.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 8x x+ = .

3. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå îáùèõ êîðíåé óðàâíåíèé
2 4 2 0x x+ + =  è 3 23 2 2 0x x x+ - - = .

4. Íàéäèòå íàèìåíüøèé èç îáùèõ ïîëîæèòåëüíûõ ïåðèî-
äîâ ôóíêöèé 2

sin 9x  è 2
tg 6x .

5. Íàéäèòå ôóíêöèþ ( )y f x= , ãðàôèê êîòîðîé ñèììåòðè-

÷åí ãðàôèêó ôóíêöèè 
1

y
x

=  îòíîñèòåëüíî òî÷êè ( )1; 1- .

6. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
2

5

2

x
y

x

+
=

+
.

7. Ðåøèòå óðàâíåíèå
3 3 31 2 2 3x x x+ + + = + .

8. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2
1 1

1
4 4

x x

x x

Ê ˆ+ - £ -Á ˜Ë ¯
.

9. Íàéäèòå ðàäèàííóþ ìåðó óãëà

tg ctg
8 8arcctg

2

π π

α
-

= .

10. Ðåøèòå óðàâíåíèå
1

tg 1
cos

x
x

- = .

11. Ðåøèòå óðàâíåíèå
2

2 23arctg arcctg
4

x x
π

+ = .

12. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 3 2 3x x x- - -◊ = ◊ .

13. Íàéäèòå ñóììó êîðíåé óðàâíåíèÿ

( )23 lg lg 4 5x x= - .

14. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )

( )

2 log 5 6
0

log 1

x

x

x

x

- -
£

-
.

15. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà 0, 105, 280 ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè
íåêîòîðîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Êàêîå íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçíîñòü ýòîé ïðîãðåññèè?

16. Íà ïàðàáîëå 
2

1
4

y
x = - -  íàéäèòå âñå òî÷êè, êàñàòåëü-

íûå â êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òàêæå êàñàòåëüíûìè ê ïàðàáîëå
2

1
4

x
y = + .

17. Íà ãðàôèêå ôóíêöèè sin cosy x x= -  íàéäèòå âñå
òî÷êè, èìåþùèå íàèáîëüøóþ îðäèíàòó.

18. Äëèíà îñíîâàíèÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà
2, à äëèíà áîêîâîé ñòîðîíû ðàâíà 3. Ê îäíîé èç áîêîâûõ
ñòîðîí ïðîâåäåíà âûñîòà, à ê äðóãîé – áèññåêòðèñà. Íàéäèòå
îòíîøåíèå äëèí îòðåçêîâ, íà êîòîðûå áèññåêòðèñà äåëèò
âûñîòó.

19. Ó ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû èçâåñòíû ðàäèóñ
âïèñàííîãî øàðà, ðàâíûé 2, è âûñîòà, ðàâíàÿ 6. Íàéäèòå
äëèíó ñòîðîíû îñíîâàíèÿ.

20. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ñèñòåìà

( )

( )

2 2

22

1,

1

x a y

x y a

Ï + + =Ô
Ì

+ - =ÔÓ
èìååò íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé?

Âàðèàíò 2

(ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Óáåäèòåñü, ÷òî ïðè 5 5 9x = +  âûðàæåíèå

6 9 9x x- - - -  ïðèíèìàåò öåëîå çíà÷åíèå. Óêàæèòå
ýòî çíà÷åíèå.

2. Íàéäèòå ÷èñëî a > 0, ñîñòàâëÿþùåå 50% îò 2 48a - .

3. Êàêîå ÷èñëî áîëüøå: 3 322 2 2a = -  èëè 3 33 3b = - ?
4. Íàéäèòå tg x , åñëè

sin 3 cos 5
0

sin 1

x x

x

+ -
=

+
.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

12 3 10,

3 2 10 4.

x

x

y

y

-Ï + =Ô
Ì

◊ - =ÔÓ
6. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1 5 3 2x x+ = - - .

7. Óêàæèòå öåëîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ çíà÷åíèåì âûðàæå-
íèÿ

3 52
log 8 log 125 log 9◊ ◊ .



8. Ðåøèòå óðàâíåíèå

24 sin 1 4 cos 2 2x x- = - .

9. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

1 2
1

1

x

x

+ -
≥

-
.

10. Íàéäèòå öåíòð ñèììåòðèè ãðàôèêà ôóíêöèè

( )2

3
log 3 3 3 2 2y x x x= - + - + .

11. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè òðåòèé ÷ëåí – íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, ìåíüøå 7, ñåäüìîé ÷ëåí – íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à
ñóììà ïåðâûõ äâåíàäöàòè ÷ëåíîâ ðàâíà 33. Íàéäèòå ïÿòûé
÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè.

12. Ñóììà ïåðâûõ âîñüìè ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè ðàâíà ó÷åòâåðåííîé ñóììå ïåðâûõ ÷åòûðåõ ÷ëåíîâ.
Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè.

13. Ïðè êàêèõ öåëûõ çíà÷åíèÿõ n ÷èñëî
2

2

3 1

2 14 19

n n
A

n n

- +
=

- +

ÿâëÿåòñÿ öåëûì?
14. Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè

4
4 cos 3 2 cos 6y x x= - .

15. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè
2

9 sin 27 sin 24

3 sin 4

x x
y

x

+ +
=

+
.

16. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ òåõ êàñàòåëüíûõ ãðàôèêà ôóíê-

öèè 2
2y x= + , êîòîðûå îáðàçóþò ñ îñÿìè êîîðäèíàò

òðåóãîëüíèê ïëîùàäè 
2

3
.

17. Ðåøèòå óðàâíåíèå
22 4

arccos arctg
2

x

x

-
= .

18. Çíàÿ äëèíû ñòîðîí ÀÂ = 3, ÂÑ = 6, 3 7AC = òðåóãîëü-
íèêà ÀÂÑ, íàéäèòå â ãðàäóñàõ âåëè÷èíó óãëà ÀÎÑ, ãäå Î –
öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê.

19. Êóá ñî ñòîðîíîé 3 âïèñàí â êîíóñ òàê, ÷òî îäíà èç
ãðàíåé êóáà ëåæèò â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà. Ïðè êàêîé
âûñîòå êîíóñ èìååò íàèìåíüøèé îáúåì?

20. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå

( ) ( )
2

2 24 2 4 1a x x- = - +

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ?

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
È.Êîìàð÷åâ, À.Ìîèñååâ, Ñ.Ïðåîáðàæåíñêèé

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

(ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò, ôàêóëüòåò
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè – ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ)

1. Íàéäèòå ïåðâûé ÷ëåí êîíå÷íîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè, ñîñòîÿùåé èç äåñÿòè ÷ëåíîâ, òàêîé, ÷òî ïîñëå
âû÷åðêèâàíèÿ îäíîãî èç íèõ ñóììà îñòàâøèõñÿ ðàâíà 18,

Â À Ð È À Í Ò Û 47

ñóììà âñåõ ÷ëåíîâ, íàõîäÿùèõñÿ ïåðåä âû÷åðêíóòûì, ðàâíà
7, à âû÷åðêíóòûé ÷ëåí ìåíüøå 2.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

3 3 2 5
2

2 5

x x x

x x x

- -
- £

- -
.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )cos 2 sin 3 2 3 cos 2 2 sinx x x x- = + .

4. Ìåäèàíà ÀÌ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïåðåñåêàåò âïèñàííóþ
â íåãî îêðóæíîñòü, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí r, â òî÷êàõ Ð è Q.
Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî õîðäà
PQ â äâà ðàçà äëèííåå êàæäîãî èç îòðåçêîâ ÀÐ è MQ.

5. Ê ñôåðå, âïèñàííîé â òðåóãîëüíóþ ïèðàìèäó, ïðîâåäå-
íû êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå ãðàíÿì ïèðàìè-
äû. Âîêðóã ÷åòûðåõ ïèðàìèä, îòñåêàåìûõ ýòèìè ïëîñêîñòÿ-
ìè îò èñõîäíîé ïèðàìèäû, îïèñàíû ñôåðû. Ðàäèóñû òðåõ èç
íèõ ðàâíû 10. Íàéäèòå ðàäèóñ ÷åòâåðòîé ñôåðû, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ðàäèóñ îïèñàííîé ñôåðû èñõîäíîé ïèðàìèäû
ðàâåí 19.

Âàðèàíò 2

(ýêîíîìè÷åñêèé ôàêóëüòåò: ïðèêëàäíàÿ èíôîðìàòèêà
(â ýêîíîìèêå), ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå)

1. ×èñëà 
9

64
-  è 18 ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè. Íàéäèòå åå çíàìåíàòåëü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí

ëåæèò íà èíòåðâàëå 
4

2;
5

Ê ˆ- -Á ˜Ë ¯
 è òðèíàäöàòûé ÷ëåí ïðîãðåñ-

ñèè ðàâåí 
9

8
.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )
2

9 3 3
log 2 log 2 log 4x x+ + - < .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos sin 3 sin 4 cos 4 1x x x x+ = + + .

4. Òî÷êà D ëåæèò íà ñòîðîíå ÂÑ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.
Ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â òðåóãîëüíèêè ABD è
ACD, îäèíàêîâû. Íàéäèòå óãîë ÂÀÑ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
BD : CD = 2 : 3 è AB = AD.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå

( ) 3 3
10 7 4 2 10 7a x x ax x x+ - - - - = - + -

èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè À.Ãðîìîâ, Þ.×óðèí
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Íîâûé ïðèåì íà çàî÷íîå îòäåëåíèå
Ìàëîãî ìåõìàòà

Áîëåå 25 ëåò ïðè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå
Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ÌÃÓ) èìåíè
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ðàáîòàåò Ìàëûé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êèé ôàêóëüòåò (ÌÌÌÔ). Çà ãîäû ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ
çàî÷íîå îòäåëåíèå Ìàëîãî ìåõìàòà âûïóñòèëî ñâûøå 10000
ó÷àùèõñÿ, ìíîãèå èç êîòîðûõ ñòàëè ñòóäåíòàìè ìåõìàòà è
äðóãèõ ôàêóëüòåòîâ ÌÃÓ.

Îñíîâíûå çàäà÷è Ìàëîãî ìåõìàòà – ðàñøèðåíèå ìàòåìàòè-
÷åñêîãî êðóãîçîðà øêîëüíèêîâ è óãëóáëåíèå èõ çíàíèé êàê
ïî òåìàì øêîëüíîé ïðîãðàììû, òàê è ïî ðàçäåëàì ìàòåìàòè-
êè, íå âõîäÿùèì â ïðîãðàììó ñðåäíåé øêîëû.

Â 2006 ãîäó çàî÷íîå îòäåëåíèå Ìàëîãî ìåõìàòà îáúÿâëÿåò
ïðèåì ó÷àùèõñÿ â 8 è 9 êëàññû íà 2006/07 ó÷åáíûé ãîä. Íà
çàî÷íîå îòäåëåíèå ïðèíèìàþòñÿ ó÷àùèåñÿ èç Ðîññèè (â òîì
÷èñëå è ïðîæèâàþùèå â Ìîñêâå), ñòðàí ÑÍÃ è Áàëòèè.

Ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü îáó÷åíèÿ íåñêîëüêèõ ó÷åíèêîâ
èç îäíîé øêîëû ïî ôîðìå «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê». Ãðóïïà
ðàáîòàåò ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðåïîäàâàòåëÿ è ìîæåò âêëþ÷àòü
â ñåáÿ íå áîëåå 15 ó÷àùèõñÿ èç îäíîé ïàðàëëåëè. Êàê
ïðàâèëî, ìàòåðèàëû ìåòîäè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê èçó÷àþòñÿ
òàêèìè ãðóïïàìè âî âðåìÿ ôàêóëüòàòèâíûõ (êðóæêîâûõ)
çàíÿòèé. Ãðóïïà «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» îáó÷àåòñÿ êàê
îäèí ó÷àùèéñÿ, ò.å. îôîðìëÿåò ïî êàæäîìó çàäàíèþ îäíó
ðàáîòó è îïëà÷èâàåò îáó÷åíèå âñåé ãðóïïû êàê îáó÷åíèå
îäíîãî ó÷àùåãîñÿ.

Çà÷èñëåíèå â 8 è 9 êëàññû äëÿ èíäèâèäóàëüíûõ ó÷åíèêîâ
ïðîèçâîäèòñÿ íà êîíêóðñíîé îñíîâå ïî ðåçóëüòàòàì âûïîë-
íåíèÿ ïðèâåäåííîé íèæå âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû (êîëëåêòèâ-
íûì ó÷åíèêàì âûïîëíÿòü âñòóïèòåëüíóþ ðàáîòó íå òðåáóåò-
ñÿ). Îáó÷åíèå íà çàî÷íîì îòäåëåíèè ïëàòíîå. Èíôîðìàöèÿ
îá óñëîâèÿõ îïëàòû áóäåò âûñëàíà ó÷àùèìñÿ, çà÷èñëåííûì
íà çàî÷íîå îòäåëåíèå, îñåíüþ 2006 ãîäà, ïîñëå ïðîâåðêè
âñòóïèòåëüíûõ ðàáîò. Â 2005/06 ó÷åáíîì ãîäó ñòîèìîñòü
ïðîâåðêè îäíîãî çàäàíèÿ ñîñòàâëÿåò 110 ðóá. (äëÿ êîëëåê-
òèâíûõ ó÷åíèêîâ – 150 ðóá.), îäíàêî â 2006/07 ó÷åáíîì ãîäó
îíà ìîæåò áûòü íåìíîãî ïîâûøåíà. Çà ãîä ó÷àùèéñÿ âûïîë-
íÿåò 6–8 çàäàíèé. Øêîëüíèêè, óñïåøíî çàêîí÷èâøèå îáó÷å-
íèå íà çàî÷íîì îòäåëåíèè, ïîëó÷àþò ñâèäåòåëüñòâà îá îêîí-
÷àíèè Ìàëîãî ìåõìàòà (ïðîøåäøèì êóðñ îáó÷åíèÿ ïî ôîðìå
«Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» âìåñòî ñâèäåòåëüñòâ âûäàþòñÿ ñïðàâ-
êè îá îêîí÷àíèè Ìàëîãî ìåõìàòà).

Æåëàþùèå ïîñòóïèòü íà çàî÷íîå îòäåëåíèå Ìàëîãî ìåõ-
ìàòà (êàê â 8, òàê è â 9 êëàññ) äîëæíû íå ïîçäíåå 20 èþíÿ
2006 ãîäà âûñëàòü â íàø àäðåñ ïðîñòûì ïèñüìîì ðåøåíèÿ
çàäà÷ âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû (ïðè ýòîì íå îáÿçàòåëüíî äîë-
æíû áûòü ðåøåíû âñå çàäà÷è). Âñòóïèòåëüíóþ ðàáîòó íåîá-
õîäèìî âûïîëíèòü â øêîëüíîé òåòðàäè â êëåòêó. Çàïèñû-
âàòü ðåøåíèÿ â òåòðàäü ñëåäóåò â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì
çàäà÷è èäóò âî âñòóïèòåëüíîé ðàáîòå. Íà îáëîæêó òåòðàäè
íàêëåéòå ëèñò áóìàãè ñî ñëåäóþùèìè äàííûìè:

1) Ôàìèëèÿ, èìÿ ó÷àùåãîñÿ
2) Êëàññ (â 2006/07 ó÷åáíîì ãîäó)
3) Ïîëíûé äîìàøíèé àäðåñ ñ óêàçàíèåì èíäåêñà ïî÷òîâî-

ãî îòäåëåíèÿ
4) Ýëåêòðîííûé àäðåñ, ïî êîòîðîìó ñ âàìè ìîæíî ñâÿçàòü-

ñÿ (åñëè îí åñòü)
5) Îòêóäà âû óçíàëè î íàáîðå íà çàî÷íîå îòäåëåíèå
Ãðóïïàì «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» íå íóæíî âûïîëíÿòü

âñòóïèòåëüíóþ ðàáîòó, íåîáõîäèìî ëèøü íå ïîçäíåå 20
ñåíòÿáðÿ 2006 ãîäà âûñëàòü ïèñüìîì èëè ïî ýëåêòðîííîé
ïî÷òå ñëåäóþùèå äàííûå:

1) Ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî ðóêîâîäèòåëÿ ãðóïïû
2) Ôàìèëèè è èìåíà ó÷àùèõñÿ (íå áîëåå 15 ÷åëîâåê) â

àëôàâèòíîì ïîðÿäêå
3) Êëàññ (â 2006/07 ó÷åáíîì ãîäó)
4) Ïîëíûé àäðåñ ðóêîâîäèòåëÿ ãðóïïû (ïî êîòîðîìó

ñëåäóåò âûñûëàòü çàäàíèÿ) ñ óêàçàíèåì èíäåêñà ïî÷òîâîãî
îòäåëåíèÿ

5) Ýëåêòðîííûé àäðåñ, ïî êîòîðîìó ñ âàìè ìîæíî ñâÿçàòü-
ñÿ (åñëè îí åñòü)

6) Îòêóäà âû óçíàëè î íàáîðå íà çàî÷íîå îòäåëåíèå
Íàø ïî÷òîâûé àäðåñ: 119992, Ìîñêâà, ÃÑÏ-2, Ëåíèíñêèå

ãîðû, ÌÃÓ, ìåõìàò, ÌÌÌÔ.
Ýëåêòðîííûé àäðåñ: mmmf1@yandex.ru

Âå÷åðíåå îòäåëåíèå Ìàëîãî ìåõìàòà ïðèãëàøàåò íà çàíÿ-
òèÿ ïî ñóááîòàì âñåõ æåëàþùèõ øêîëüíèêîâ 6–11 êëàññîâ èç
Ìîñêâû è áëèæíåãî Ïîäìîñêîâüÿ.

Ñïðàâêè ïî òåëåôîíó 939–39–43 èëè ïî ýëåêòðîííîé
ïî÷òå. Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î Ìàëîì ìåõìàòå
ìîæíî íàéòè â Èíòåðíåòå ïî àäðåñó:

http://mmmf.math.msu.su

Âñòóïèòåëüíàÿ ðàáîòà

1. Äàíû 2006 ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ëþáûõ ïÿòè èç
íèõ ïîëîæèòåëüíà. Ìîæåò ëè ñóììà âñåõ 2006 ÷èñåë áûòü
îòðèöàòåëüíà?

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå (x, y, z – öåëûå ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà)

1 20

1 7
x

y
z

+ =
+

.

3. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (AB = AC) ïðîâå-
äåíà áèññåêòðèñà BL. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 36BAC– = ∞ , òî
AL = BC.

4. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

3 5x y xy+ = .

5. Â ñåìüå íåñêîëüêî äåòåé. Ñóììà èõ âîçðàñòîâ â 8 ðàç
ìåíüøå ñóììû âîçðàñòîâ ðîäèòåëåé, íî ÷åðåç 4 ãîäà îíà áóäåò
â 3 ðàçà ìåíüøå ñóììû âîçðàñòîâ ðîäèòåëåé, à åùå ÷åðåç 4
ãîäà – âñåãî â 2 ðàçà ìåíüøå. Ñêîëüêî äåòåé â ñåìüå?

6. ×èñëî 
1

a
a

+  öåëîå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 2

2

1
a

a
+  òîæå

öåëîå.
7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî 2006, íå

äåëÿùèõñÿ íè íà 7, íè íà 13?
8. Èçìåðèâ äëèíû âñåõ ñòîðîí è îäíîé èç äèàãîíàëåé

íåêîòîðîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ïÿòü
÷èñåë: 3, 4, 6, 10, 14. Êàêîå èç íèõ ðàâíî äëèíå èçìåðåííîé
äèàãîíàëè?

9. Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ( );x y  ìíîæå-
ñòâî âñåõ òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ðàâåí-
ñòâó 2 2x y+ = 2xy.

10. 30 âîëåéáîëüíûõ êîìàíä ïðîâåëè ïåðâåíñòâî ïî êðóãî-
âîé ñèñòåìå â îäèí êðóã (ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäàÿ êîìàíäà
ñûãðàëà ñ êàæäîé ïî îäíîìó ðàçó). Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäàÿ
êîìàíäà âûèãðàëà õîòÿ áû îäèí ìàò÷. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóò-
ñÿ òðè êîìàíäû À, Á è Â òàêèå, ÷òî À âûèãðàëà ó Á, Á
âûèãðàëà ó Â, Â âûèãðàëà ó À (íè÷üèõ â âîëåéáîëå íå
áûâàåò).

È ÍÔ Î Ð Ì À Ö È ß



XLVI Ìåæäóíàðîäíàÿ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà

Î Ë È Ì Ï È À Ä Û

XLVI Ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà (ÌÌÎ)

ïðîøëà ñ 8 ïî 19 èþëÿ 2005 ãîäà â Ìåêñèêå, â ãîðîäå

Ìåðèäà. Ìåñòî äëÿ ïðîâåäåíèÿ îëèìïèàäû áûëî âûáðàíî

óäà÷íî: Ìåðèäà ðàñïîëîæåíà íà ïîëóîñòðîâå Þêàòàí –

çåìëå ïîñåëåíèé ìàéÿ, ïîýòîìó ýêñêóðñèè â äðåâíèå ãîðîäà

Äçèáèë÷àëòóí è ×è÷åí-Èöà ñòàëè äëÿ ó÷àñòíèêîâ îëèìïèà-

äû ëó÷øèì çíàêîìñòâîì ñ êóëüòóðîé è çàãàäêàìè ñ îäíîé èç

äðåâíåéøèõ öèâèëèçàöèé Àìåðèêè.

Îëèìïèàäà â Ìåêñèêå ñòàëà îñîáåííî ïðåäñòàâèòåëüíîé

– îíà ñîáðàëà 513 øêîëüíèêîâ èç 91 ñòðàíû ìèðà.

Â êîìàíäó Ðîññèè â ýòîì ãîäó âîøëè îäèííàäöàòèêëàññ-

íèêè

Âàñèëèé Àñòàõîâ – Ñàðàòîâ, ÔÒË 1,

Àíäðåé Ãàâðèëþê – Äîëãîïðóäíûé, ÔÌØ 5,

Íèêèòà Êàëèíèí – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,

Ïàâåë Êîçëîâ – ßðîñëàâñêàÿ îáë., øêîëà ñ. Øóðñêîë

Ðîñòîâñêîãî ðàéîíà

è äåñÿòèêëàññíèêè

Àëåêñåé Êàòûøåâ – Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÔÌË 239,

Àëåêñàíäð Ìàãàçèíîâ – ßðîñëàâëü, ëèöåé 33.

Íàøà êîìàíäà âûñòóïèëà î÷åíü äîñòîéíî, çàâîåâàâ ÷åòûðå

çîëîòûå è äâå ñåðåáðÿíûå ìåäàëè. Òàê âûãëÿäÿò ðåçóëüòàòû

ðîññèéñêèõ ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû (òðàäèöèîííî, ïðàâèëü-

íîå ðåøåíèå êàæäîé èç 6 çàäà÷ îöåíèâàëîñü â 7 áàëëîâ):

1 2 3 4 5 6 Ñóììà Ìåäàëü
áàëëîâ

À.Ãàâðèëþê 7 7 7 7 7 7 42 çîëîòàÿ

À.Ìàãàçèíîâ 7 7 6 7 7 7 41 çîëîòàÿ

Í.Êàëèíèí 7 7 7 7 7 1 36 çîëîòàÿ

Ï.Êîçëîâ 7 7 0 7 7 7 35 çîëîòàÿ

À.Êàòûøåâ 7 7 0 7 7 2 30 ñåðåáðÿíàÿ

Â.Àñòàõîâ 7 7 0 7 0 7 28 ñåðåáðÿíàÿ

Â íåîôèöèàëüíîì êîìàíäíîì çà÷åòå â êîòîðûé ðàç ïåð-

âåíñòâî ïðàçäíîâàëè êèòàéöû. Ðîññèÿ ñòàëà òðåòüåé, îòñòàâ

îò êîìàíäû ÑØÀ âñåãî íà áàëë. Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè

îòìåòèì, ÷òî íàøè ðåáÿòà íå óñòóïèëè àìåðèêàíöàì íè â

êîëè÷åñòâå, íè â äîñòîèíñòâå çàâîåâàííûõ ìåäàëåé è äàæå

ñóìåëè ïðåâçîéòè èõ ïî êîëè÷åñòâó ïîëíîñòüþ ðåøåííûõ

çàäà÷. Ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû ïåðâûõ äâàäöàòè êîìàíä:

¹ Ñòðàíà Çîëîòàÿ Ñåðåáðÿíàÿ Áðîíçîâàÿ Ñóììà
ìåäàëü ìåäàëü ìåäàëü áàëëîâ

1. Êèòàé    5 1 0 235
2. ÑØÀ    4 2 0 213
3. Ðîññèÿ    4 2 0 212
4. Èðàí    2 4 0 201
5. Êîðåÿ    3 3 0 200
6. Ðóìûíèÿ    4 1 1 191
7. Òàéâàíü    3 2 1 190
8. ßïîíèÿ    3 1 2 188
9. Âåíãðèÿ    2 3 1 181
10. Óêðàèíà    2 2 2 181
11. Áîëãàðèÿ    2 3 1 173
12. Ãåðìàíèÿ    1 3 2 163
13. Âåëèêî-

áðèòàíèÿ    1 3 2 159
14. Ñèíãàïóð    0 4 2 145

15. Âüåòíàì 0 3 3 143
16. ×åõèÿ 1 3 1 139
17. Ãîíêîíã 1 3 1 138
18. Áåëàðóñü 1 3 1 136
19. Êàíàäà 1 3 1 132
20. Ñëîâàêèÿ 0 4 2 131

Áëàãîäàðèì âñåõ, êòî òàê èëè èíà÷å ñîäåéñòâîâàë ïîäãî-

òîâêå ñáîðíîé Ðîññèè. Îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü àäðåñóåì

ïðåïîäàâàòåëÿì-òðåíåðàì À.Áàäçÿíó, Ñ.Áåðëîâó, È.Áîãäà-

íîâó, À.Ãàðáåðó, À.Ãëàçûðèíó, Â.Äîëüíèêîâó, Ð.Êàðàñåâó,

Ä.Êàðïîâó, Ì.Ïðàòóñåâè÷ó, Ä.Ôëààññó, Ã.×åëíîêîâó, ðàáîòàâ-

øèì ñ êîìàíäîé íà ïîñëåäíåì ýòàïå ïîäãîòîâêè – ëåòíèõ

ó÷åáíî-òðåíèðîâî÷íûõ ñáîðàõ.

Ìû òàêæå ïðèçíàòåëüíû Ôåäåðàëüíîìó àãåíòñòâó ïî îá-

ðàçîâàíèþ, Ñòèïåíäèàëüíîìó ôîíäó Âëàäèìèðà Ïîòàíèíà,

êîìïàíèè «Ñïîðòìàñòåð», ïîääåðæèâàþùèì ðàáîòó ïî ïîä-

ãîòîâêå íàöèîíàëüíîé êîìàíäû Ðîññèè ïî ìàòåìàòèêå.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâîäèì óñëîâèÿ çàäà÷, à òàêæå ðåøåíèÿ,

áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ íàïèñàíû øêîëüíèêàìè íà îëèì-

ïèàäå.

ÇÀÄÀ×È ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

1. Íà ñòîðîíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âûáðà-
íû øåñòü òî÷åê: 1 2,A A  íà ÂÑ, 1 2,B B  íà ÑÀ è 1 2,C C  íà ÀÂ.
Ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âûïóêëîãî øåñòèóãîëüíèêà

1 2 1 2 1 2A A B B C C , ñòîðîíû êîòîðîãî èìåþò ðàâíûå äëèíû. Äî-
êàæèòå, ÷òî ïðÿìûå 1 2A B , 1 2BC  è 1 2C A  ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå.

(Ðóìûíèÿ)

2. Ïóñòü 1 2,a a …  – ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, â
êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî êàê ïîëîæèòåëüíûõ,
òàê è îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî
íàòóðàëüíîãî n âñå n îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë 1 2, , , na a a…

íà n ðàçëè÷íû. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå öåëîå ÷èñëî âñòðå÷à-
åòñÿ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðîâíî îäèí ðàç.

(Íèäåðëàíäû)

3. Ïóñòü õ, ó è z – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî 1xyz ≥ .
Äîêàæèòå, ÷òî

5 2 5 2 5 2

5 2 2 5 2 2 5 2 2
0

x x y y z z

x y z y z x z x y

- - -
+ + ≥

+ + + + + +
.

(Êîðåÿ)

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 2,a a …  îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

2 3 6 1
n n n

na = + + -  (n = 1, 2, …).

Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû ñ
êàæäûì ÷ëåíîì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

(Ïîëüøà)

5. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, ñòîðîíû ÂÑ è
AD êîòîðîãî ðàâíû, íî íå ïàðàëëåëüíû. Ïóñòü Å è F –
âíóòðåííèå òî÷êè îòðåçêîâ ÂÑ è AD ñîîòâåòñòâåííî òàêèå,
÷òî BE = DF. Ïðÿìûå ÀÑ è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ð,
ïðÿìûå BD è EF ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q, ïðÿìûå EF è ÀÑ
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ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå R. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè PQR,
ïîëó÷àåìûå äëÿ âñåõ òàêèõ òî÷åê Å è F. Äîêàæèòå, ÷òî
îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî âñåõ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ,
èìåþò îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò Ð.

(Ïîëüøà)

6. Íà ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå ó÷àñòíèêàì áûëè ïðåä-
ëîæåíû 6 çàäà÷. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäàÿ ïàðà çàäà÷ áûëà

ðåøåíà áîëåå ÷åì 
2

5
 îò îáùåãî ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ, íî íèêòî

íå ðåøèë âñå 6 çàäà÷. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé
ìåðå äâà ó÷àñòíèêà, êàæäûé èç êîòîðûõ ðåøèë ðîâíî 5
çàäà÷.

(Ðóìûíèÿ)

ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

1. Çàïèøåì âåêòîðíîå ðàâåíñòâî 
1 2 2 1 1 2

A A A B B B+ + +
������� ������� ������

2 1 1 2 2 1 0B C CC C A+ + + =
������ ������ ������� �

. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà âåêòîðîâ 1 2
A A
�������

,

1 2
B B
������

, 1 2CC  ðàâíà 0
�

, òàê êàê åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî îòëîæèòü

èõ îò íåêîòîðîé òî÷êè, ïîëó÷èòñÿ ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëü-

íèê. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà âåêòîðîâ 2 1
A B
�������

, 2 1
B C
������

, 2 1
C A
�������

ðàâíà 0
�

. Åñëè ýòè âåêòîðû ïîñëåäîâàòåëüíî îòëîæèòü îò

íåêîòîðîé òî÷êè, ïîëó÷èòñÿ òðåóãîëüíèê, ïðè÷åì ðàâíîñòî-
ðîííèé, òàê êàê äëèíû âåêòîðîâ ðàâíû. Çíà÷èò, ïðÿìûå

2 1A B , 2 1B C , 2 1C A  îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, îòêó-
äà ëåãêî âûòåêàåò ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ 1 2AC B , 1 2BA C  è

1 2CB A . Áîëåå òîãî, ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû, ïîñêîëüêó

2 1 2 1 2 1A B B C C A= = , è, çíà÷èò, îíè ñîâìåùàþòñÿ ïîâîðîòîì
íà óãîë 120° âîêðóã öåíòðà Î òðåóãîëüíèêà ABC. Ïîñêîëüêó
òî÷êè 1 1 1, ,A B C  ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè ïîâîðîòå íà 120°
âîêðóã Î, òî òðåóãîëüíèê 1 1 1A BC  – ïðàâèëüíûé è Î – åãî
öåíòð. Òàê êàê 1 1 1 1B A C A=  è 1 2 1 2B B C B= , òî 1 2A B  –
ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê 1 1BC , ïîýòîìó 1 2A B  ïðîõîäèò
÷åðåç Î. Àíàëîãè÷íî, 1 2BC  è 1 2C A  ïðîõîäÿò ÷åðåç Î.

2 (À.Ìàãàçèíîâ). Åñëè äëÿ ïàðû íîìåðîâ m < n âûïîëíåíî

m na a= , òî ma  è na  äàþò ðàâíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n
– ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàæ-
äîå öåëîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëîå ÷èñëî N íå âñòðåòèëîñü â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Òàê êàê ñðåäè ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ, òî íàé-
äåòñÿ òàêîå t, ÷òî ñðåäè ÷èñåë 1 2, , , ta a a…  åñòü êàê áîëüøåå
N, òàê è ìåíüøåå N. Ïóñòü X è Y – ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíü-
øåå è íàèáîëüøåå ñðåäè ÷èñåë 1 2, , , ta a a… ; X < N < Y. Ñðåäè
Y – X + 1 öåëûõ ÷èñåë ïðîìåæóòêà [X; Y] åñòü íå áîëüøå
Y – X ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàê êàê N íå âñòðå÷àåòñÿ
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çíà÷èò, ñðåäè ÷èñåë 1 2 1, , , Y Xa a a

- +
…

íàéäåòñÿ ka , ëåæàùåå âíå ïðîìåæóòêà [X; Y] . Òîãäà ëèáî

ka X- , ëèáî ka Y-  íå ìåíüøå Y – X + 1 . Ïóñòü äëÿ

îïðåäåëåííîñòè 1ks a Y Y X= - ≥ - + . Òîãäà ñðåäè ÷èñåë

1 2, , , sa a a…  íàøëèñü äâà ÷èñëà ( ka  è Y), äàþùèå ðàâíûå
îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà s, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çàìå÷àíèå. Èç ðåøåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî n
ìíîæåñòâî ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì n ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.

3 (Þ.Áîðåéêî (Ìîëäîâà), ðåøåíèå óäîñòîåíî ñïåöïðèçà
ÌÌÎ). Çàìåòèì, ÷òî

( )5 2 2 3 2 2 2

1 1

x y z x x y z
- =

+ + + +

( ) ( )
( ) ( )

3 2 2

3 5 2 2 2 2 2

1x y z

x x y z x y z

- +
=

+ + + +
,

ïîýòîìó

( )

5 2 5 2

5 2 2 3 2 2 2

x x x x

x y z x x y z

- -
- =

+ + + +

= 
( ) ( )

( ) ( )

2
2 3 2 2

3 5 2 2 2 2 2

1
0

x x y z

x x y z x y z

- +
≥

+ + + +
.

Çíà÷èò,

 

5 2 5 2 5 2

5 2 2 5 2 2 5 2 2

x x y y z z

x y z y z x z x y

- - -
+ + ≥

+ + + + + +

≥ 
( ) ( ) ( )

5 2 5 2 5 2

3 2 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2

x x y y z z

x x y z y x y z z x y z

- - -
+ +

+ + + + + +
 =

2 2 2

2 2 2

1 1 1 1
x y z

x y zx y z

Ê ˆ
= - + - + -Á ˜Ë ¯+ +

.

Íî òàê êàê 
1

yz
x
£ , 

1
zx

y
£ , 

1
xy

z
£ , òî

2 2 2 2 2 21 1 1
x y z x y z xy yz zx

x y z
- + - + - ≥ + + - - - =

= ( ) ( ) ( )( )2 2 21
0

2
x y y z z x- + - + - ≥ .

4 (Í.Êàëèíèí). Îòâåò: 1.
Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà ð

íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð n, ÷òî na  äåëèòñÿ íà ð.
Ïðè ð = 2 ïîëîæèì n = 1: 1 10a =  – äåëèòñÿ íà 2; ïðè ð =

= 3 ïîëîæèì n = 2: 2 48a = – äåëèòñÿ íà 3. Ïðè ð > 3 âîçüìåì
n = ð – 2. Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, åñëè íàòóðàëüíîå
à íå äåëèòñÿ íà ð, òî 1pa -  äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà ð.

Ïîýòîìó ( )2 2 2 1 1
6 6 2 3 6 1 3 2 2 3

p p p p p
na - - - - -= + + - = ◊ + ◊ +

16 6p-+ -  äàåò îñòàòîê 3 1 2 1 1 6 0◊ + ◊ + - =  ïðè äåëåíèè íà
ð. Èòàê, 6 na  äåëèòñÿ íà ð, îòêóäà na  äåëèòñÿ íà ð, òàê êàê
ð è 6 âçàèìíî ïðîñòû.

5 (À.Êàòûøåâ). Äîïóñòèì, ÷òî ïðÿìûå AD è ÂÑ ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå Í; ïîëîæèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî Í ëåæèò
íà ëó÷àõ DA è ÑÂ (ðèñ.1). Ïóñòü K – ñåðåäèíà äóãè îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BHD, íå ñîäåðæàùåé
òî÷êó Í; î÷åâèäíî, ÂK = DK (ðèñ. 2). ×åòûðåõóãîëüíèê
BHDK âïèñàííûé, ïîýòîìó KDA KBC– = – . Òðåóãîëüíè-
êè KDA è KÂÑ ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè
(DA = ÂÑ  ïî  óñëîâèþ),  ïîýòîìó  KÀ = KÑ, AKD CKB– = – .
Îòñþäà AKC AKB CKB AKB AKD BKD– = – + – = – + – = – .

Ðèñ. 2Ðèñ. 1
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Â ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêàõ ÀKÑ è BKD óãëû ïðè
âåðøèíàõ ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, è óãëû ïðè îñíîâàíèÿõ
ðàâíû, çíà÷èò, KAP KDP– = – , è òî÷êè A, D, Ð, K ëåæàò

íà îäíîé îêðóæíîñòè, îòêóäà ( ) ( ), ,KP AP KD AD– = – .
(×åðåç ( ),a b–  îáîçíà÷åí óãîë îò ïðÿìîé à äî ïðÿìîé b,
îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.)

Ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ îñòàíóòñÿ áåç èçìåíåíèé, åñëè
òî÷êè À, Ñ, Ð çàìåíèòü íà F, Å, Q ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî òî÷êè F, D, Q, K ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè

è ( ) ( ), ,KQ FQ KD FD– = – . Ïîëó÷àåì, ÷òî ( ),KP RP– =
( ) ( ) ( ) ( ), , , ,KP AP KD AD KD FD KQ FQ= – = – = – = – =
( ),KQ RQ= – , ïîýòîìó òî÷êè K, Ð, R, Q ëåæàò íà îäíîé

îêðóæíîñòè. Èòàê, K – îáùàÿ òî÷êà âñåâîçìîæíûõ îêðóæ-
íîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè Ð, Q, R.

Çàìå÷àíèå 1. Èç ðåøåíèÿ âûòåêàåò ñëåäóþùåå îïèñàíèå
èñêîìîé òî÷êè: òî÷êà K – öåíòð ïîâîðîòà, ïåðåâîäÿùåãî
òî÷êè A, F, D â òî÷êè Ñ, Å, Â ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 2. Èçâåñòíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü
èìååòñÿ ÷åòâåðêà ïîïàðíî íåïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Òîãäà
÷åòûðå îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ, îáðà-
çîâàííûõ òðîéêàìè ýòèõ ïðÿìûõ, èìåþò îáùóþ òî÷êó. Ýòà
òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ìèêåëÿ ÷åòâåðêè ïðÿìûõ. Èç
ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ìèêåëÿ ïÿòè
ïðÿìûõ AD, ÂÑ, AC, BD, EF, ò.å. ëåæèò íà îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ëþáîé òðîéêîé èç
ýòèõ ïðÿìûõ.

6 (Ï.Êîçëîâ). Çàíóìåðóåì âñåõ ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû
÷èñëàìè îò 1 äî n è ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû îëèìïèàäû â âèäå
òàáëèöû ñ ï ñòðîêàìè è øåñòüþ ñòîëáöàìè, â êîòîðîé íà
ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ão ñòîëáöà ñòîèò ïëþñ, åñëè i-é
ó÷àñòíèê ðåøèë çàäà÷ó íîìåð j. Ïî óñëîâèþ, íåò ñòðîêè ñ
øåñòüþ ïëþñàìè. Äëÿ êàæäîé èç ïàð (j, k) ñòîëáöîâ,
1 6j k£ < £ , îïðåäåëèì ïàðàìåòð 

,j kb , ðàâíûé êîëè÷åñòâó
ñòðîê, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ ñ j-ì è k-ì ñòîëáöàìè ñòîÿò

ïëþñû. Ïî óñëîâèþ, 
,

2

5
j kb n> , ïîýòîìó 

,

2
1

5
j kb n= + -

,

2

5
j kn a

Ï ¸- +Ì ˝
Ó ˛

, ãäå ,j ka  – öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ( { }x  îáîçíà-

÷àåò äðîáíóþ äîëþ ÷èñëà x). Ïðåäïîëîæèì, óòâåðæäåíèå
çàäà÷è íåâåðíî, ò.å. ñòðîê ñ ïÿòüþ ïëþñàìè íå áîëåå îäíîé.
Äîáàâèì, åñëè âîçìîæíî, â êàæäîé ñòðîêå ïëþñîâ òàê, ÷òîáû
â îäíîé ñòðîêå ñòàëî 5 ïëþñîâ (ïóñòü, ñêàæåì, â ýòîé ñòðîêå
íåò ïëþñà òîëüêî â ñòîëáöå íîìåð q), à â îñòàëüíûõ n – 1
ñòðîêàõ – ïî 4 ïëþñà. Ïðè ýòîì óñëîâèå çàäà÷è íå íàðóøèòñÿ.

Ñîñ÷èòàåì òåïåðü êîëè÷åñòâî Ð ïàð ïëþñîâ, íàõîäÿùèõñÿ
â êàæäîé ñòðîêå. Ñóììèðóÿ ïî ñòðîêàì, ïîëó÷àåì P =

( )6 1 10 6 4n n= - + = + , òàê êàê â ñòðîêå ñ ÷åòûðüìÿ ïëþñà-
ìè 6 ïàð ïëþñîâ, à â ñòðîêå ñ ïÿòüþ ïëþñàìè – 10 ïàð.
Ñóììèðóÿ ïî âñåì ïàðàì ñòîëáöîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî

1,2 1,3 5,6
P b b b= + + + =…

1,2 1,3 5,6

2 2
15 1

5 5
n n a a a

Ê ˆÏ ¸= + - + + + + =Ì ˝Á ˜Ë ¯Ó ˛
…

= 1,2 1,3 5,6

2
6 15 15

5
n n a a a

Ï ¸+ - + + + +Ì ˝
Ó ˛

… .

Äðîáíàÿ äîëÿ 
2

5
n

Ï ¸
Ì ˝
Ó ˛

 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 
1 2 3 4

0, , , ,
5 5 5 5

.

Åñëè 
2 3

5 5
n

Ï ¸ £Ì ˝
Ó ˛

, òî 
3

6 15 15 6 6 6 4
5

P n n n P≥ + - ◊ = + > + =

– ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå 
2 4

5 5
n

Ï ¸ =Ì ˝
Ó ˛

, òî n äàåò îñòàòîê 2 ïðè

äåëåíèè íà 5. Ïîëîæèì n = 5l + 2, òîãäà

 
1,2 1,3 5,6

4
6 15 15

5
P n a a a= + - ◊ + + + + =…

= 1,2 1,3 5,6
6 3 6 4n a a a n+ + + + + = +… .

Çíà÷èò, ðîâíî îäíî èç 15 ÷èñåë 1,2 1,3 5,6
, , ,a a a…  ðàâíî 1, à

îñòàëüíûå ðàâíû 0. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè 
1,2

1a = , òîãäà

1,2

2 4
1 1 2 2

5 5
b n l= + - + = + , à 1,3 1,4 5,6

2 1b b b l= = = = +… .

Ïóñòü â i-ì ñòîëáöå is  ïëþñîâ. Îáîçíà÷èì it  êîëè÷åñòâî ïàð
ïëþñîâ, íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé ñòðîêå, äëÿ êîòîðûõ îäèí èç
ïëþñîâ ñîäåðæèòñÿ â i-ì ñòîëáöå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, it  åñòü
ñóììà òåõ ïÿòè ÷èñåë 

,j kb , äëÿ êîòîðûõ i = j èëè i = k, ò.å.
( )5 2 1 10 5it l l= + = +  ïðè 1,2i π  è 1 2 10 6t t l= = + . Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, ñóììèðóåì it  ïî ñòðîêàì: êàæäàÿ èç is  ñòðîê,
èìåþùèõ ïëþñ â i-ì ñòîëáöå, ñîäåðæèò 3 íóæíûå ïàðû, åñëè
âñåãî â ýòîé ñòðîêå 4 ïëþñà, è ñîäåðæèò 4 íóæíûå ïàðû, åñëè
âñåãî â ýòîé ñòðîêå 5 ïëþñîâ. Òàêèì îáðàçîì, 3q qt s=  è

3 1i it s= +  ïðè i qπ .
Èòàê, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñðåäè ÷èñåë 1 2 6, , ,t t t…  äâà ÷èñëà

ðàâíû, à îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå ÷èñëà íà 1 ìåíüøå. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ðîâíî îäíî èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 3. Ïðîòèâîðå-
÷èå.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Í.Àãàõàíîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ, Ä.Òåðåøèí

XXXVI Ìåæäóíàðîäíàÿ
ôèçè÷åñêàÿ îëèìïèàäà

Â ïåðâîé ïîëîâèíå èþëÿ 2005 ãîäà â Èñïàíèè, â ãîðîäå

Ñàëàìàíêà, ðàñïîëîæåííîì â 200 êì îò Ìàäðèäà, ïðîøëà

î÷åðåäíàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ôèçè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíè-

êîâ. Ñàëàìàíêà áûëà âûáðàíà íå ñëó÷àéíî – çäåñü ðàñïîëî-

æåí îäèí èç ñòàðåéøèõ óíèâåðñèòåòîâ Åâðîïû, îñíîâàííûé â

1218 ãîäó. Â íåì åæåãîäíî äåñÿòêè òûñÿ÷ ñòóäåíòîâ îáó÷àþòñÿ

ðàçíûì íàóêàì è ïðîõîäÿò ñòàæèðîâêè. Ñàëàìàíêà – îäèí èç

öåíòðîâ îáðàçîâàíèÿ, íàóêè è êóëüòóðû Èñïàíèè.

Íà îëèìïèàäó ïðèáûëè êîìàíäû øêîëüíèêîâ èç 73 ñòðàí.

Îáùåå ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû ñîñòàâèëî 352 øêîëüíèêà.

Â ñáîðíóþ Ðîññèè, ïî ðåçóëüòàòàì âûñòóïëåíèÿ íà äâóõ

ïîñëåäíèõ âñåðîññèéñêèõ îëèìïèàäàõ è ðåéòèíãà, ïîëó÷åí-

íîãî íà òðåõ ñáîðàõ, áûëè âêëþ÷åíû:

Ãóùèí Èâàí – ßðîñëàâëü, øêîëà 33 (øêîëüíûé ó÷èòåëü

ôèçèêè – Ý.Å.Ôåäîñååâà, ïðåïîäàâàòåëü Ðåãèîíàëüíîãî íà-

ó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîãî öåíòðà «Ëîãîñ» – Ñ.Â.Òóðóíòàåâ),
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Àõóíçÿíîâ Ðóñëàí – Íàáåðåæíûå ×åëíû, ãèìíàçèÿ 57

(ó÷èòåëü ôèçèêè – Ð.Õ.Àõóíçÿíîâ),

Ìîçãóíîâ Åâãåíèé – Ñåðãèåâ Ïîñàä, ÔÌË (ó÷èòåëÿ –

À.Â.Ðóñàêîâ, Â.Â.Äìèòðèåâà),

Ôåäîòîâ Þðèé – Òàìáîâ, ëèöåé 14 (ó÷èòåëü – Þ.Í.Êîìà-

ðîâ),

Åðîôååâ Èâàí – Íîâîñèáèðñê, ëèöåé 130 (ó÷èòåëÿ –

Þ.Â.Òðèáóíñêàÿ, Ì.Ï.Âûøåíêîâà).

Êîìàíäó Ðîññèè âîçãëàâèëè ïðîôåññîð ÌÔÒÈ Ñ.Ì. Êîçåë

è äîöåíò ÌÔÒÈ Â.Ï. Ñëîáîäÿíèí. Â êà÷åñòâå íàáëþäàòåëåé

îò Ðîññèè (ïðèáûâøèõ íà îëèìïèàäó çà ñâîé ñ÷åò) ïðèñóò-

ñòâîâàëè äîöåíò ÌÔÒÈ Ä.À.Àëåêñàíäðîâ è äèðåêòîð ÔÌË

ãîðîäà Ñåðãèåâ Ïîñàä, ó÷èòåëü ôèçèêè Â.Ã.Ñóõîâ.

Êàê è â ïðåäûäóùèå ãîäû, ïîäãîòîâêà ñáîðíîé êîìàíäû

øêîëüíèêîâ Ðîññèè ïðîâîäèëàñü íà áàçå Ìîñêîâñêîãî ôè-

çèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà.

Íà îëèìïèàäå ñîñòÿçàþùèìñÿ áûëè ïðåäëîæåíû òðè òåî-

ðåòè÷åñêèõ çàäàíèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ îöåíèâàëîñü â 10

áàëëîâ, è îäíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå çàäàíèå – 20 áàëëîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî áàëëîâ, êîòîðîå ìîã

íàáðàòü êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû, ñîñòàâëÿëî 50.

Êàê òåîðåòè÷åñêèå, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíîå çàäàíèÿ áûëè

äîñòàòî÷íî òðóäíûìè è ãðîìîçäêèìè.

Íàøè ðåáÿòà õîðîøî ñïðàâèëèñü ñ çàäàíèÿìè îáîèõ òóðîâ.

Ïî òåîðèè îíè íàáðàëè â ñóììå 138,4 áàëëà (áîëåå 92% îò

ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî), ïî ýêñïåðèìåíòó – 89,9 áàëëà

(îêîëî 90%). Íåñìîòðÿ íà ñòîëü âûñîêèå ðåçóëüòàòû, íàøà

êîìàíäà â íåîôèöèàëüíîì êîìàíäíîì çà÷åòå ïî ñóììå

áàëëîâ çàíÿëà òîëüêî 3-å ìåñòî.

Âîò ðåçóëüòàòû âûñòóïëåíèÿ íà îëèìïèàäå äâåíàäöàòè

ëó÷øèõ êîìàíä:

¹ Ñòðàíà Çîëîòàÿ  Ñåðåáðÿíàÿ Áðîíçîâàÿ Ñóììà

ìåäàëü  ìåäàëü ìåäàëü áàëëîâ

1. Òàéâàíü 5 238,7

2. Êèòàé 5 234,2
3. Ðîññèÿ 4 1 228,3

4. Ðóìûíèÿ 3 2 223,6
5. Òàèëàíä 2 2 1 220,4

6. Èðàí 2 1 2 215,8
7. Âåíãðèÿ 3 2 215,6

8. Èíäèÿ 2 2 1 215,3
9. Ñèíãàïóð 3 2 212,6

10. ÑØÀ 1 3 1 209,4
11. Êîðåÿ 2 3 204,2

12. Èíäîíåçèÿ 2 3 201,8

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, èç åâðîïåéñêèõ ñòðàí â ãðóïïå

ëèäåðîâ îñòàëèñü òîëüêî Ðîññèÿ, Ðóìûíèÿ è Âåíãðèÿ, åæå-

ãîäíî ïîêàçûâàþùèå âûñîêèå ðåçóëüòàòû, à 8 ñòðàí èç

óêàçàííûõ 12 – ýòî ñòðàíû þãî-âîñòî÷íîãî ðåãèîíà. Êîìàíäû

áîëüøèíñòâà èç ýòèõ ñòðàí óñòîé÷èâî äîáèâàþòñÿ âûñîêèõ

ðåçóëüòàòîâ â ìåæäóíàðîäíûõ îëèìïèàäàõ è ïî äðóãèì

ïðåäìåòàì. Ýòî ìîæåò îçíà÷àòü ëèøü îäíî: â ýòèõ ñòðàíàõ

óäåëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå îáðàçîâàíèþ è, â ÷àñòíî-

ñòè, ðàáîòå ñ îäàðåííûìè äåòüìè – èíòåëëåêòóàëüíîìó

ïîòåíöèàëó íàöèè.

Çàìåòèì, ÷òî êîíêóðåíöèÿ ìåæäó êîìàíäàìè ëèäèðóþùåé

ãðóïïû áûëà èñêëþ÷èòåëüíî îñòðîé. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ðåøà-

þùèì ôàêòîðîì â áîðüáå çà áîëåå âûñîêîå ìåñòî ÷àñòî

ñòàíîâèòñÿ àêêóðàòíàÿ çàïèñü ðåçóëüòàòîâ, óêàçàíèå ðàçìåð-

íîñòåé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ïðàâèëüíî âûáðàííûé ìàñø-

òàá ãðàôèêîâ, ÷åòêî âûïîëíåííûé ðèñóíîê èëè ñõåìà, ãðà-

ìîòíî îöåíåííàÿ îøèáêà èçìåðåíèé è òàê äàëåå. Íàáëþäå-

íèÿ çà ìíîãîëåòíèé ïåðèîä ïîêàçûâàþò, ÷òî â íàøåé ñðåä-

íåé øêîëå èñ÷åç ïðîöåññ ïðèîáðåòåíèÿ òàêîé «îáðàçîâà-

òåëüíîé êóëüòóðû».

×ëåíû ñáîðíîé êîìàíäû Ðîññèè ïîêàçàëè ñëåäóþùèå

ðåçóëüòàòû:

Òåîðèÿ Ýêñïåðèìåíò Ñóììà Ìåäàëü

(30 áàëëîâ) (20 áàëëîâ) áàëëîâ

Àõóíçÿíîâ Ðóñëàí   29,8    19,0   48,8 çîëîòàÿ

Ìîçãóíîâ Åâãåíèé   29,3    18,6   47,9 çîëîòàÿ

Ãóùèí Èâàí   26,0    19,1   45,1 çîëîòàÿ

Åðîôååâ Èâàí   30,0    15,0   45,0 çîëîòàÿ

Ôåäîòîâ Þðèé   23,3    18,2   41,5 ñåðåáðÿíàÿ

Ó÷àñòíèê íàøåé êîìàíäû Èâàí Åðîôååâ âûïîëíèë òåîðå-

òè÷åñêèå çàäàíèÿ íà 100% è ïîëó÷èë ñïåöèàëüíûé ïðèç

æþðè çà àáñîëþòíî ëó÷øèé ðåçóëüòàò ïî òåîðèè.

Óñëîâèÿ òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèâåäåíû íèæå. Çäåñü æå

êðàòêî ðàññêàæåì îá ýêñïåðèìåíòàëüíîì çàäàíèè, â êîòî-

ðîì ó÷àñòíèêàì ïðåäëàãàëîñü âûïîëíèòü ñåðèþ ýêñïåðè-

ìåíòîâ è îïðåäåëèòü âàæíåéøóþ ôèçè÷åñêóþ êîíñòàíòó –

ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà. Íà âûïîëíåíèå ýêñïåðèìåíòà îòâîäè-

ëîñü 5 ÷àñîâ. Êàæäîìó ó÷àñòíèêó áûë ïðåäîñòàâëåí ïðèáîð

îðèãèíàëüíîé êîíñòðóêöèè, âêëþ÷àþùèé èñòî÷íèê ñâåòà,

ôîòîïðèåìíèê, ñèñòåìó îïòè÷åñêèõ ôèëüòðîâ, ýëåêòðîèçìå-

ðèòåëüíûå ïðèáîðû äëÿ èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóðû, íàïðÿæå-

íèÿ è ñèëû òîêà, ðåãóëèðóåìûé áëîê ïèòàíèÿ. Ê çàäàíèþ

ïðèëàãàëèñü êðàòêèå èíñòðóêöèè ê ïîëüçîâàíèþ âñåìè

ýëåìåíòàìè óñòàíîâêè è ïîäðîáíîå îïèñàíèå âñåõ ðàçäåëîâ

ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòû. Òàêèì îáðàçîì, ðåáÿòà ñ ñàìîãî

íà÷àëà çíàëè ëîãè÷åñêóþ ñõåìó ðàáîòû, è â ýòîì ñìûñëå â

ïðåäëîæåííîì ýêñïåðèìåíòå îòñóòñòâîâàë êàêîé-ëèáî òâîð-

÷åñêèé ýëåìåíò. Óñïåõ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ çàâèñåë îò àêêó-

ðàòíîñòè ïðîâåäåíèÿ äëèííîé ñåðèè íåñêîëüêèõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ, òùàòåëüíîé îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëü-

òàòîâ, àêêóðàòíîé çàïèñè ðåçóëüòàòîâ è ïîñòðîåíèÿ ãðàôè-

êîâ â ïðàâèëüíî âûáðàííûõ êîîðäèíàòàõ, îïðåäåëåíèÿ èç

ýòèõ ãðàôèêîâ íóæíûõ ïàðàìåòðîâ è îöåíêè òî÷íîñòè ðàç-

ëè÷íûõ ýòàïîâ ýêñïåðèìåíòà. Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî

ìíîãèå èç êàíäèäàòîâ â ñáîðíóþ Ðîññèè íà íà÷àëüíîì ýòàïå

ïîäãîòîâêè âîîáùå íå èìåëè íèêàêèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

íàâûêîâ è çíàêîìèëèñü ñ ìåòîäèêîé ïðîâåäåíèÿ ôèçè÷åñ-

êîãî ýêñïåðèìåíòà è ñ öåëûì ðÿäîì ñîâðåìåííûõ ïðèáîðîâ

òîëüêî íà êðàòêîñðî÷íûõ ñáîðàõ, òî ðåçóëüòàòû íàøèõ ðåáÿò

â ýêñïåðèìåíòàëüíîì òóðå ìîæíî ïðèçíàòü âïîëíå óñïåø-

íûìè.

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÓÐ

Çàäà÷à 1. Ñïóòíèê ñ ïå÷àëüíîé ñóäüáîé
Íàèáîëåå ÷àñòûìè ìàíåâðàìè, âûïîëíÿåìûìè êîñìè÷åñ-

êèìè êîðàáëÿìè íà îðáèòå, ÿâëÿþòñÿ èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè
âäîëü íàïðàâëåíèÿ ïîëåòà ñ öåëüþ ïåðåõîäà íà áîëåå âûñî-
êèå îðáèòû èëè òîðìîæåíèÿ ïðè âõîäå â àòìîñôåðó. Â
äàííîé çàäà÷å ìû áóäåì èçó÷àòü èçìåíåíèÿ îðáèò, êîãäà òÿãà
äâèãàòåëÿ äåéñòâóåò â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ ïðîâå-
äåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçóéòå ñëåäóþùèå äàííûå:
ðàäèóñ Çåìëè 6

6,37 10  ìR = ◊ , óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ ó çåìíîé ïîâåðõíîñòè 2

9,81 ì “g = , ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü àñòðîíîìè÷åñêèõ ñóòîê 0 24,0 ÷T = .

Ìû ðàññìàòðèâàåì ãåîñòàöèîíàðíûé ñïóòíèê ñâÿçè (åãî
ïåðèîä îáðàùåíèÿ ðàâåí 0T ) ìàññîé m, âûâåäåííûé íà
êðóãîâóþ ýêâàòîðèàëüíóþ îðáèòó ðàäèóñîì 0r . Òàêèå ñïóò-
íèêè îñíàùåíû ìàíåâðîâûì äâèãàòåëåì, ñ ïîìîùüþ êîòîðî-
ãî èì ñîîáùàþòñÿ èìïóëüñû, íåîáõîäèìûå äëÿ âûõîäà íà
êîíå÷íóþ îðáèòó.

Çàäàíèå 1

1) Íàéäèòå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå 0r . (0,3 áàëëà)
2) Ïîëó÷èòå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè 0v

ñïóòíèêà êàê ôóíêöèþ g, R è 0r , à òàêæå íàéäèòå ÷èñëåííîå



çíà÷åíèå ñêîðîñòè. (0,3 + 0,1 á.)
3) Âûðàçèòå ìîìåíò èìïóëüñà

0L  è ïîëíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ýíåð-
ãèþ 0E  ñïóòíèêà êàê ôóíêöèþ

0v , m, g è R. (0,4 + 0,4 á.)

Ïîñëå òîãî êàê ñïóòíèê óæå
äîñòèã ãåîñòàöèîíàðíîé êðóãîâîé
îðáèòû è áûë çàñòàáèëèçèðîâàí â
íóæíîì ïîëîæåíèè, ãîòîâÿñü ê
âûïîëíåíèþ ñâîåé ðàáîòû, èç-çà
îøèáêè íàçåìíûõ îïåðàòîðîâ

âíîâü âêëþ÷èëñÿ ìàíåâðîâûé äâèãàòåëü (ðèñ.1). Â ðåçóëüòà-
òå ñïóòíèê ïîëó÷èë òîë÷îê, íàïðàâëåííûé ê Çåìëå, è,
íåñìîòðÿ íà áûñòðûå äåéñòâèÿ íàçåìíîé êîìàíäû ïî îñòà-
íîâêå äâèãàòåëÿ, íåæåëàòåëüíîå èçìåíåíèå ñêîðîñòè ñïóòíè-
êà vΔ  âñå-òàêè ïðîèçîøëî. Ìû îõàðàêòåðèçóåì ýòîò òîë÷îê
ïàðàìåòðîì 0v vβ Δ= . Âðåìÿ ðàáîòû äâèãàòåëÿ îáû÷íî
ïðåíåáðåæèìî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè äðóãèìè îðáè-
òàëüíûìè âðåìåíàìè, ïîýòîìó ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü åãî
êàê áåñêîíå÷íî ìàëîå.

Çàäàíèå 2

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1β < .
1) Âûðàçèòå ôîêàëüíûé ïàðàìåòð (ñì. Ïîäñêàçêó) íîâîé

îðáèòû l è åå ýêñöåíòðèñèòåò ε  ÷åðåç 0r  è β . (0,4 + 0,5 á.)
2) Âû÷èñëèòå óãîë α  ìåæäó áîëüøîé îñüþ íîâîé îðáèòû

è ðàäèóñîì-âåêòîðîì ñïóòíèêà â ìåñòå òîë÷êà. (1 á.)
3) Ïîëó÷èòå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìèíèìàëüíîãî

minr  (ïåðèãåé) è ìàêñèìàëüíîãî maxr  (àïîãåé) ðàññòîÿíèé
ñïóòíèêà îò öåíòðà Çåìëè êàê ôóíêöèè 0r  è β  è âû÷èñëèòå
èõ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ 1 4β = . (1,0+0,2 á.)

4) Âûðàçèòå ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïî íîâîé îðáèòå T êàê
ôóíêöèþ 0T  è β  è íàéäèòå åãî ÷èñëåííîå çíà÷åíèå äëÿ

1 4β = . (0,5+0,2 á.)

Çàäàíèå 3

1) Âû÷èñëèòå min
β  – ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà β ,

íåîáõîäèìîå äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ñïóòíèêîì çåìíîé ãðàâèòà-
öèè. (0,5 á.)

2) Îïðåäåëèòå â ýòîì ñëó÷àå íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå minr ¢
ìåæäó öåíòðîì Çåìëè è ñïóòíèêîì ïðè åãî äâèæåíèè ïî
íîâîé òðàåêòîðèè êàê ôóíêöèþ 0r . (1 á.)

Çàäàíèå 4

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé min
β β> .

1) Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü ñïóòíèêà íà áåñêîíå÷íîñòè v•  êàê
ôóíêöèþ 0v  è β . (1 á.)

2) Âûðàçèòå ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð b (ðèñ.2) â àñèìïòî-
òè÷åñêîì ïðåäåëå ÷åðåç 0r  è β . (1 á.)

3) Îïðåäåëèòå óãîë ϕ  àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ
óõîäà êàê ôóíêöèþ β . Íàéäèòå åãî ÷èñëåííîå çíà÷åíèå äëÿ

min3 2β β= . (1 + 0,2 á.)

Ïîäñêàçêà

Ïîä äåéñòâèåì öåíòðàëüíûõ
ñèë, ïîä÷èíÿþùèõñÿ çàêîíó

îáðàòíûõ êâàäðàòîâ, òåëà äâèæóòñÿ ïî òðàåêòîðèÿì, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñàìè, ïàðàáîëàìè èëè ãèïåðáîëàìè. Â
ïðèáëèæåíèè m M�  ïðèòÿãèâàþùàÿ ìàññà M íàõîäèòñÿ â
îäíîì èç ôîêóñîâ. Ïðè âûáîðå íà÷àëà êîîðäèíàò â ýòîì
ôîêóñå (ðèñ.3) îáùåå óðàâíåíèå ýòèõ êðèâûõ â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

( )
1 cos

l
r θ

ε θ
=

-
,

ãäå l – ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íàçûâàåìàÿ ôîêàëüíûì
ïàðàìåòðîì, à ε  – ýêñöåíòðèñèòåò êðèâîé. Èñïîëüçóÿ êîí-
ñòàíòû äâèæåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü

2

2

L
l

GMm
=  è 

2

2 2 3

2
1

EL

G M m
ε = + ,

ãäå G – ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, L – ìîäóëü ìîìåíòà
èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò òåëà, äâèæóùåãî-
ñÿ ïî îðáèòå, à E – åãî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ïðè÷åì
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïðèíèìàåòñÿ ðàâ-
íîé íóëþ.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè: åñëè 0 1ε£ < , òî êðèâàÿ
ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì (ïðè 0ε =  – îêðóæíîñòüþ); åñëè 1ε = ,
òî êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé; åñëè 1ε > , òî êðèâàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ãèïåðáîëîé.

Çàäà÷à 2. Àáñîëþòíûå èçìåðåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ âåëè-
÷èí

Ïðåîáðàçîâàíèÿ â íàóêå è òåõíèêå, ïðîèçîøåäøèå â XIX
ñòîëåòèè, ïðèâåëè ê îñòðîé ïîòðåáíîñòè âî âñåìèðíî ïðè-
çíàííûõ ñòàíäàðòàõ ýëåêòðè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ñ÷èòàëîñü, ÷òî
íîâûå àáñîëþòíûå åäèíèöû äîëæíû îñíîâûâàòüñÿ òîëüêî íà
ýòàëîíàõ äëèíû, ìàññû è âðåìåíè. Ñ 1861 ïî 1912 ãîä áûëà
ïðîâåäåíà èíòåíñèâíàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ðàáîòà ïî íàõîæ-
äåíèþ çíà÷åíèé ýòèõ åäèíèö. Ìû ïðåäëàãàåì çäåñü òðè
èññëåäîâàíèÿ ýòîé ïðîáëåìû.

Îïðåäåëåíèå îìà ïî Êåëüâèíó

Êðóãîâàÿ êîðîòêîçàìêíóòàÿ ïëîñêàÿ êàòóøêà èç N âèòêîâ
ðàäèóñîì a è îáùèì ñîïðîòèâëåíèåì R âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿí-
íîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω  âîêðóã âåðòèêàëüíîãî äèàìåòðà â

ãîðèçîíòàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå 0 0
B B i=

���

.
1) Ïîäñ÷èòàéòå ýëåêòðîäâèæó-

ùóþ ñèëó E , èíäóöèðîâàííóþ â
êàòóøêå, à òàêæå ñðåäíþþ ìîù-

íîñòü P , íåîáõîäèìóþ äëÿ ïîä-
äåðæàíèÿ äâèæåíèÿ êàòóøêè. Ñà-
ìîèíäóêöèåé êàòóøêè ïðåíåá-
ðå÷ü. (0,5 + 1 á.)

Ìàëåíüêàÿ ìàãíèòíàÿ ñòðåëêà
ïîìåùåíà â öåíòð êàòóøêè, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4. Îíà ìî-
æåò ìåäëåííî âðàùàòüñÿ â ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè âîêðóã îñè
Z, íî íå ìîæåò ïîñïåâàòü çà áû-
ñòðûì âðàùåíèåì êàòóøêè. Êàê
òîëüêî áóäåò äîñòèãíóò ñòàöèî-
íàðíûé ðåæèì, ñòðåëêà óñòàíîâèòñÿ â ïîëîæåíèè, ñîñòàâëÿ-

þùåì ìàëûé óãîë θ  c 0B
��

.

2) Âûðàçèòå ñîïðîòèâëåíèå R êàòóøêè ÷åðåç óãîë θ  è
äðóãèå çàäàííûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû. (2 á.)

Ëîðä Êåëüâèí ïðèìåíèë ýòîò ìåòîä â 1860-õ ãîäàõ äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ àáñîëþòíîãî ñòàíäàðòà äëÿ îìà. ×òîáû èçáà-
âèòüñÿ îò âðàùàþùåéñÿ êàòóøêè, Ëîðåíö ïðèìåíèë èñïîëü-
çîâàííûé ðàíåå ëîðäîì Ðýëååì è ìèññ Çèäãâèê àëüòåðíàòèâ-
íûé ìåòîä, êîòîðûé èññëåäóåòñÿ â ñëåäóþùåé ÷àñòè çàäà÷è.
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Îïðåäåëåíèå îìà ïî Ðýëåþ è Çèäãâèê

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå
5, ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêîâûõ ìåòàëëè÷åñêèõ äèñêîâ D è D¢

ðàäèóñîì b, íàñàæåííûõ íà (ïðîâîäÿùèé) âàë SS¢ . Ìîòîð
âðàùàåò âàë ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω , êîòîðàÿ ìîæåò èçìå-
íÿòüñÿ. Äâå îäèíàêîâûå êàòóøêè C è C¢  (ðàäèóñîì a è ñ N
âèòêàìè êàæäàÿ) îêðóæàþò äèñêè. Îíè ñîåäèíåíû òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèé òîê I òå÷åò ÷åðåç íèõ â ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïðèáîð ñëóæèò äëÿ èçìåðåíèÿ
ñîïðîòèâëåíèÿ R.

1) Äîïóñòèì, ÷òî òîê I, ïðîòåêàþùèé ÷åðåç êàòóøêè C è
C¢ , ñîçäàåò îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå âîêðóã D è D¢ ,
âåëè÷èíó êîòîðîãî ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíîé ïîëþ â öåíòðå
êàòóøåê. Íàéäèòå ýëåêòðîäâèæóùóþ ñèëó E , èíäóöèðîâàí-
íóþ ìåæäó êðàÿìè äèñêîâ 1 è 4, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó êàòóøêàìè çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ðàäèóñ êàòóøåê è
÷òî a b≥ . (2 á.)

Ïóñòü òåïåðü äèñêè ïîäñîåäèíåíû ê ýëåêòðè÷åñêîé öåïè
ùåòî÷íûìè êîíòàêòàìè, êàñàþùèìèñÿ êðàåâ äèñêîâ 1 è 4.
Ãàëüâàíîìåòð G ðåãèñòðèðóåò ñèëó òîêà, ïðîòåêàþùåãî ïî
öåïè 1–2–3–4. Ñîïðîòèâëåíèå R èçìåðÿåòñÿ, êîãäà ãàëüâà-
íîìåòð G ïîêàçûâàåò íîëü.

2) Âûðàçèòå ñîïðîòèâëåíèå R ÷åðåç ôèçè÷åñêèå ïàðàìåò-
ðû ñèñòåìû. (0,5 á.)

Îïðåäåëåíèå àìïåðà

Ïðîïóñêàíèå òîêà ïî äâóì ïðîâîäíèêàì è èçìåðåíèå ñèëû,
äåéñòâóþùåé ìåæäó íèìè, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àáñîëþòíîå
îïðåäåëåíèå ñèëû òîêà. Ïðèíöèï äåéñòâèÿ «òîêîâûõ âåñîâ»,
èçîáðåòåííûõ ëîðäîì Êåëüâèíîì â 1882 ãîäó, îñíîâàí íà
ýòîì ìåòîäå. Âåñû ñîñòîÿò èç øåñòè îäèíàêîâûõ îäèíî÷íûõ
âèòêîâ ðàäèóñîì a, ñîåäèíåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî. Êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå 6, íåïîäâèæíûå âèòêè 

1 3 4, ,C C C  è 6C
ðàñïîëîæåíû â äâóõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïëîñêîñòÿõ, êîòîðûå
ðàçäåëåíû ìàëûì ðàññòîÿíèåì 2h. Êàòóøêè 2C  è 5C  ïîäâå-
øåíû ê ïëå÷àì âåñîâ äëèíîé d è â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ
íàõîäÿòñÿ íà îäèíàêîâûõ ðàññòîÿíèÿõ îò îáåèõ ïëîñêîñòåé.

Òîê I òå÷åò ÷åðåç ðàçëè÷íûå êàòóøêè â òàêèõ íàïðàâëåíè-
ÿõ, ÷òî ñèëà ñî ñòîðîíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ, äåéñòâóþùàÿ íà

2C , íàïðàâëåíà ââåðõ, â òî âðåìÿ êàê ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà

5C , íàïðàâëåíà âíèç. ×òîáû âîññòàíîâèòü ðàâíîâåñèå âåñîâ
ïðè ïðîòåêàíèè òîêà ÷åðåç öåïü, òðåáóåòñÿ ðàñïîëîæèòü
ìàññó m íà ðàññòîÿíèè x îò òî÷êè îïîðû O.

1) Íàéäèòå ñèëó F, äåéñòâóþùóþ íà 2C  áëàãîäàðÿ ìàãíèò-
íîìó âçàèìîäåéñòâèþ ñ 1C . Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàéòå, ÷òî ñèëà
íà åäèíèöó äëèíû òàêàÿ æå, êàê ïðè âçàèìîäåéñòâèè äâóõ
äëèííûõ ëèíåéíûõ ïðîâîäíèêîâ, ïî êîòîðûì òåêóò ïàðàë-
ëåëüíûå òîêè. (1 á.)

2) Ñèëà òîêà èçìåðÿåòñÿ, êîãäà âåñû íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâå-
ñèè. Âûðàçèòå åå çíà÷åíèå I ÷åðåç ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû
ñèñòåìû, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðàçìåðû óñòàíîâêè òàêîâû, ÷òî
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äåéñòâèåì ëåâûõ êàòóøåê íà ïðàâûå è
íàîáîðîò. (1 á.)

Ïóñòü M – ìàññà âñåé ïîäâåøåííîé ñèñòåìû (çà èñêëþ÷å-
íèåì m), G – åå öåíòð ìàññ, à l – ðàññòîÿíèå OG.

3) Ðàâíîâåñèå âåñîâ îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî îòíîøå-
íèþ ê ìàëûì îòêëîíåíèÿì zδ  è zδ-  âèòêîâ 2C  è 5C  ïî
âûñîòå. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå zδ

max
 , ïðè êîòîðîì

âåñû âñå åùå âîçâðàùàþòñÿ â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, êîãäà
èõ îòïóñêàþò. (2 á.)

Çàäà÷à 3. Íåéòðîíû â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå
Â çíàêîìîì íàì ìèðå êëàññè÷åñêîé ôèçèêè èäåàëüíî

óïðóãèé ìÿ÷èê, ïðûãàþùèé íà ïîâåðõíîñòè çåìëè, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð ñèñòåìû, áåñêîíå÷íî ñîâåðøàþùåé
ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå. Ìÿ÷èê íàõîäèòñÿ â ëîâóøêå: îí íå
ìîæåò îïóñêàòüñÿ íèæå ïîâåðõíîñòè çåìëè è ïîäíèìàòüñÿ
âûøå íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé âûñîòû. Äâèæåíèå ìÿ÷èêà â
ýòîì ñîñòîÿíèè áóäåò âå÷íî îñòàâàòüñÿ îãðàíè÷åííûì: îí
áóäåò òî ïàäàòü âíèç, òî ñíîâà ïîäïðûãèâàòü ââåðõ. Òîëüêî
ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà èëè íåóïðóãèå îòðàæåíèÿ ìîãëè áû
èçìåíèòü õàðàêòåð ýòîãî ïðîöåññà, íî â äàëüíåéøåì ìû èìè
áóäåì ïðåíåáðåãàòü.

Ãðóïïà ôèçèêîâ èç Èíñòèòóòà Ëàóý – Ëàíæåâåíà â Ãðåíîá-
ëå â 2002 ãîäó ñîîáùèëà îá îäíîì ýêñïåðèìåíòå, êàñàþùåìñÿ
ïîâåäåíèÿ íåéòðîíîâ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå Çåìëè. Â ýòîì
ýêñïåðèìåíòå íåéòðîíû, äâèæóùèåñÿ ãîðèçîíòàëüíî, ìîãëè
ïàäàòü íà ãîðèçîíòàëüíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü,
ñëóæàùóþ íåéòðîííûì çåðêàëîì, îò êîòîðîé îíè ìîãëè
ñíîâà è ñíîâà óïðóãî îòñêàêèâàòü è ïîäíèìàòüñÿ íà ïåðâîíà-
÷àëüíóþ âûñîòó.

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå
7, ñîäåðæèò ùåëü Ù, íåéòðîííîå çåðêàëî Ç íà âûñîòå z = 0,
ïîãëîòèòåëü íåéòðîíîâ Ï äëèíîé L íà âûñîòå z = H è
äåòåêòîð íåéòðîíîâ Ä. Ïó÷îê íåéòðîíîâ ëåòèò ñ ïîñòîÿííîé
ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè 

x
v  îò Ù ê Ä ñêâîçü

çàçîð ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè Ï è Ç. Âñå íåéòðîíû, êîòîðûå
äîñòèãàþò ïîâåðõíîñòè Ï, ïîãëîùàþòñÿ åþ è âûáûâàþò èç
ýêñïåðèìåíòà. Íåéòðîíû, äîñòèãàþùèå ïîâåðõíîñòè Ç, óï-
ðóãî îòðàæàþòñÿ. Äåòåêòîð Ä îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíò ïðî-

Ðèñ. 5
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õîæäåíèÿ ( )N H , ò.å. îáùåå ÷èñëî íåéòðîíîâ, äîñòèãøèõ Ä
çà åäèíèöó âðåìåíè.

Íåéòðîíû ïîïàäàþò â çàçîð, èìåÿ øèðîêèé ñïåêòð ïîëî-
æèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé âåðòèêàëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé ñêîðîñòè zv . Îêàçàâøèñü â çàçîðå, îíè ëåòÿò ìåæäó
çåðêàëîì è ïîãëîòèòåëåì, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò èõ äâèæå-
íèå ñíèçó è ñâåðõó ñîîòâåòñòâåííî.

1) Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè îïðåäåëèòå äèàïàçîí
âåðòèêàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè ( )zv z  íåéòðîíîâ,
êîòîðûå, âëåòàÿ â çàçîð íà âûñîòå z, ìîãóò äîñòè÷ü äåòåêòîðà
Ä. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî L íàìíîãî áîëüøå ëþáîé äðóãîé
õàðàêòåðíîé äëèíû â çàäà÷å. (1,5 á.)

2) Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè îïðåäåëèòå ìèíèìàëü-
íóþ âåëè÷èíó 

minL , îáåñïå÷èâàþùóþ ïîãëîùåíèå ïîâåðõíî-
ñòüþ Ï âñåõ íåéòðîíîâ, ó êîòîðûõ âåðòèêàëüíûå ñîñòàâëÿþ-
ùèå ñêîðîñòè äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ z ëåæàò âíå óêàçàííîãî
âûøå äèàïàçîíà. Ïîëîæèòå 10 ì “xv =  è H = 50 ìêì.
(1,5 á.)

Êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ íåéòðîíîâ ( )N H  èçìåðÿþò
äåòåêòîðîì Ä. Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ( )N H  ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì H.

3) Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè îïðåäåëèòå êîýôôèöè-
åíò ïðîõîæäåíèÿ ( )*ëN H , ïîëàãàÿ, ÷òî íåéòðîíû ïîïàäàþò
â çàçîð ñ âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè zv  íà âûñîòå
z, ïðè÷åì âñå çíà÷åíèÿ zv  è z ðàâíîâåðîÿòíû. Îòâåò çàïèøè-
òå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷èñëî íåéòðîíîâ, âëåòàþùèõ â
çàçîð çà åäèíèöó âðåìåíè â åäèíè÷íîì èíòåðâàëå âåðòèêàëü-
íîé ñêîðîñòè zv  è â åäèíè÷íîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé z,
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì è ðàâíûì ρ . (2,5 á.)

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ãðåíîáëüñ-
êîé ãðóïïîé, ðàñõîäÿòñÿ ñ ðàññìîòðåííûìè âûøå êëàññè÷åñ-
êèìè ïðåäñêàçàíèÿìè. Îíè ïîêàçûâàþò, ÷òî çíà÷åíèå ( )N H
èñïûòûâàåò ðåçêèå ñêà÷êè, êîãäà H ïðîõîäèò íåêîòîðûå
êðèòè÷åñêèå âûñîòû 1 2,H H  ... (ðèñ.8). Äðóãèìè ñëîâàìè,
ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðòèêàëüíîå äâèæåíèå íåéò-
ðîíîâ, ìíîãîêðàòíî îòðàæàþùèõñÿ îò çåðêàëà, êâàíòóåòñÿ.
Íà ÿçûêå, êîòîðûé Áîð è Çîììåðôåëüä èñïîëüçîâàëè äëÿ
ðàñ÷åòà ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé àòîìà âîäîðîäà, ýòî çâó÷èò
ïðèìåðíî òàê: äåéñòâèå S ýòèõ íåéòðîíîâ âäîëü âåðòèêàëü-

íîãî íàïðàâëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ âåëè÷èíîé,
êðàòíîé ïîñòîÿííîé
Ïëàíêà h. Çäåñü S
çàäàåòñÿ ïðàâèëîì
êâàíòîâàíèÿ Áîðà –
Çîììåðôåëüäà:

z
S p dz nh= =Ú ,

n = 1, 2, 3, …,

ãäå zp  – âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èìïóëüñà, à èíòåãðàë
îõâàòûâàåò äâèæåíèå ìåæäó äâóìÿ îòðàæåíèÿìè. Íåéòðîíû
òîëüêî ñ òàêèìè çíà÷åíèÿìè S ìîãóò íàõîäèòüñÿ â çàçîðå.

4) Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà – Çîììåðôåëüäà,
îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíûå âûñîòû ïîäúåìà nH  è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè nE , ñâÿçàííûå ñ âåðòè-
êàëüíûì äâèæåíèåì. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëåííûé ðåçóëüòàò äëÿ

1H  â ìêì, à äëÿ 1E  – â ýÂ. (2 á.)
Èçíà÷àëüíî îäíîðîäíîå íà âõîäå ðàñïðåäåëåíèå íåéòðî-

íîâ ρ  èçìåíÿåòñÿ âî âðåìÿ ïîëåòà ñêâîçü äëèííûé çàçîð,
ïðåâðàùàÿñü â ñòóïåí÷àòîå ðàñïðåäåëåíèå, ðåãèñòðèðóåìîå â
Ä (ñì. ðèñ.8). Ñ ýòîãî ìîìåíòà äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ñëó÷àé äëèííîãî çàçîðà ñ 2H H< . Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé
ìîäåëè âñå íåéòðîíû ñ ýíåðãèÿìè â èíòåðâàëå, ðàññìîòðåí-
íîì â ïóíêòå 1, ìîãëè ïðîéòè ñêâîçü òàêîé çàçîð. Â ðàìêàõ
êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ýòî ìîãóò ñäåëàòü òîëüêî
íåéòðîíû ñ ýíåðãèåé 1E . Ñîãëàñíî ïðèíöèïó íåîïðåäåëåííî-
ñòè Ãåéçåíáåðãà äëÿ ýíåðãèè è âðåìåíè, ýòî ïåðåðàñïðåäåëå-
íèå òðåáóåò íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè ïîëåòà. Íåîï-
ðåäåëåííîñòü ýíåðãèè âåðòèêàëüíîãî äâèæåíèÿ áóäåò ñóùå-
ñòâåííîé, åñëè äëèíà ïîëîñòè ìàëà. Ýòî ÿâëåíèå ïðèâîäèò ê
óøèðåíèþ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé.

5) Îöåíèòå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ïîëåòà mint  è ìèíèìàëü-
íóþ äëèíó minL  ïîëîñòè, íåîáõîäèìûå äëÿ íàáëþäåíèÿ
ïåðâîãî ñêà÷êà ÷èñëà ðåãèñòðèðóåìûõ äåòåêòîðîì íåéòðî-
íîâ. Ïîëîæèòå xv  = 10 ì/ñ. (2 á.)

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Ñ.Êîçåë, Â.Ñëîáîäÿíèí
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Ìîñêîâñêàÿ ãîðîäñêàÿ
îëèìïèàäà ñòóäåíòîâ ïî ôèçèêå
25 ìàÿ 2005 ãîäà â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì òåõíè-

÷åñêîì óíèâåðñèòåòå (ÌÃÒÓ) èì. Í.Ý.Áàóìàíà ïðîøåë ìîñ-

êîâñêèé ðåãèîíàëüíûé òóð Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû ïî

ôèçèêå ñðåäè ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ âóçîâ. Ê ó÷àñòèþ â

îëèìïèàäå áûëè ïðèãëàøåíû âñå âåäóùèå òåõíè÷åñêèå

âóçû Ìîñêâû. Ñîñòàâ êàæäîé êîìàíäû – 10 ñòóäåíòîâ äî 3

êóðñà âêëþ÷èòåëüíî. Êîìàíäíûé çà÷åò ïðîâîäèëñÿ ïî 5

ëó÷øèì ðåçóëüòàòàì ÷ëåíîâ êîìàíäû.

Ó÷àñòíèêàì îëèìïèàäû áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò èç 9

çàäà÷ (â çàâèñèìîñòè îò ñëîæíîñòè, çàäà÷è îöåíèâàëèñü îò

5 äî 10 áàëëîâ) è ðàçðåøàëîñü ïîëüçîâàòüñÿ ëþáîé ëèòåðà-

òóðîé.

Ïî ðåçóëüòàòàì îëèìïèàäû â êîìàíäíîì çà÷åòå ïåðâîå

ìåñòî çàíÿëà êîìàíäà ÌÃÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà (89 áàëëîâ),

âòîðîå ìåñòî – êîìàíäà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

èíñòèòóòà ñòàëè è ñïëàâîâ (ÌÈÑèÑ) (73 á.), òðåòüå ìåñòî –

êîìàíäà Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà (ÌÀÈ) (44 á.).

Â ëè÷íîì çà÷åòå ïåðâîå ìåñòî çàâîåâàë À.Ìàéñòðîâ (ÌÃÒÓ

èì. Í.Ý.Áàóìàíà, 25 á.), âòîðîå ìåñòî – À.Áóðöåâ (ÌÃÒÓ

èì. Í.Ý.Áàóìàíà, 23 á.), òðåòüå ìåñòî – Ò.Ãàëèìçÿíîâ

(ÌÈÑèÑ, 22 á.).

ÇÀÄÀ×È ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

1. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
v. Äðóãàÿ òî÷êà, ñêîðîñòü êîòîðîé ïîñòîÿííà ïî ìîäóëþ è
ðàâíà u > v, äîãîíÿåò ïåðâóþ òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè âòîðîé òî÷-
êè è ëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé îáå òî÷êè, ðàâåí ϕ  è íàïðàâëåí
íà îïåðåæåíèå äâèæåíèÿ ïåðâîé òî÷êè. Â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè âòîðàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íà ïåðïåíäèêóëÿðå ê
òðàåêòîðèè ïåðâîé òî÷êè íà ðàññòîÿíèè L îò íåå. Îïðåäåëè-
òå îòðåçîê âðåìåíè τ , ÷åðåç êîòîðûé òî÷êè âñòðåòÿòñÿ.
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2. Ìîòîöèêëèñò, èìåÿ íóëåâóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü, ðàç-
ãîíÿåòñÿ ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì óñêîðåíèåì ïî îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñîì R. Óñêîðåíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ êîýôôèöèåí-
òîì òðåíèÿ ìåæäó øèíàìè è äîðîãîé, ðàâíûì μ . Îïðåäå-
ëèòå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïðîéäåò ìîòîöèêëèñò, ðàçîãíàâ-
øèñü äî ñêîðîñòè, ðàâíîé ïîëîâèíå ìàêñèìàëüíîé.

3. Âîêðóã ìàññèâíîé ïëàíåòû ìàññîé Ì ïî ñòàöèîíàðíîé
êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñîì R äâèæåòñÿ àñòåðîèä ìàññîé m
ñî ñêîðîñòüþ v. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà ýòîé æå
îðáèòå ñ òàêîé æå ñêîðîñòüþ äâèæåòñÿ òî÷íî òàêîé æå åùå
îäèí àñòåðîèä, è ðàññòîÿíèå ìåæäó àñòåðîèäàìè ðàâíî l

( R l Rm M� � ). Îïðåäåëèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó àñòåðîè-

äàìè, êîãäà îíè çà ñ÷åò ñèë ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ îêàæóòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
ïëàíåòû.

4. Îáðó÷ ðàäèóñîì R è ìàññîé m âèñèò íà ãâîçäå, ïðè÷åì
òðåíèå ìåæäó ãâîçäåì è îáðó÷åì îòñóòñòâóåò. Îïðåäåëèòå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé îáðó÷à.

5. Â èäåàëüíîé ãàçîâîé òåïëîâîé ìàøèíå Êàðíî îáúåì
îäíîãî êèëîìîëÿ òðåõàòîìíîãî ãàçà çà öèêë èçìåíÿåòñÿ â 8
ðàç. Îïðåäåëèòå ìàêñèìàëüíóþ ðàáîòó, êîòîðóþ ìîæåò
ñîâåðøèòü äàííàÿ ìàøèíà çà öèêë, åñëè âñå ïðîöåññû
îáðàòèìû, à òåìïåðàòóðà õîëîäèëüíèêà ïîñòîÿííà è ðàâíà

xT . Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ( ) ( )exp 0,315 2 1 0,315= - .
6. Ñôåðà ðàäèóñîì R çàðÿæåíà ðàâíîìåðíî ïî ïîâåðõíî-

ñòè ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ  è ðàçäåëåíà íà ÷åòûðå
îäèíàêîâûå äîëè. Åñëè îäíó äîëþ óäàëèòü, òî ïîòåíöèàë
òî÷êè À (ñì. ðèñóíîê) áóäåò ðàâåí 0ϕ . Îïðåäåëèòå ðàáîòó,

êîòîðóþ íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü íàä çàðÿäîì q, ÷òîáû ïåðå-
íåñòè åãî èç òî÷êè À â òî÷êó Â.

7. Äëèííàÿ òîíêàÿ øèíà øèðèíîé a c òîêîì I ñëîæåíà
ãàðìîøêîé N ðàç. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ñëîÿìè
d a� . Îïðåäåëèòå èíäóêöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìåæäó ñëî-
ÿìè 1 è 2, 2 è 3, 3 è 4 è òàê äàëåå.

8. Òîêè â äâóõ êîëüöàõ èç ñâåðõïðîâîäíèêà, óäàëåííûõ íà
áîëüøîå ðàññòîÿíèå äðóã îò äðóãà, ðàâíû 1I  è 2I  ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îïðåäåëèòå, êàêèì áóäåò òîê âî âòîðîì êîëüöå,
åñëè â ðåçóëüòàòå ñáëèæå-
íèÿ êîëåö òîê â ïåðâîì êîëü-
öå ñòàë ðàâåí 3I , à èíäóê-
òèâíîñòè êîëåö èçâåñòíû è
ðàâíû 1L  è 2L  ñîîòâåòñòâåí-
íî.

9. Ñâåò ñ äëèíîé âîëíû λ
è èíòåíñèâíîñòüþ 0I  ïàäàåò
íà óçêóþ ùåëü, øèðèíà êî-
òîðîé ðàâíà äèàìåòðó ïåð-
âîé çîíû Ôðåíåëÿ äëÿ òî÷-
êè íàáëþäåíèÿ. Åñëè ïåð-
âàÿ çîíà Ôðåíåëÿ çàêðûòà
ñòåêëÿííîé ïëàñòèíêîé ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n è
òîëùèíîé d, òî èíòåíñèâíîñòü ñâåòà â òî÷êå íàáëþäåíèÿ
ìàêñèìàëüíà è ðàâíà 1I . Îïðåäåëèòå èíòåíñèâíîñòü ñâåòà â
òî÷êå íàáëþäåíèÿ, êîãäà îòêðûòà âñÿ ùåëü.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ì.ßêîâëåâ, Â.Ãîëóáåâ

Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß

ÊÌØ

Çàäà÷è

(см. «Квант» №1)

1. Ïî óñëîâèþ,

 ( ) ( ) ( ) ( )10 A X 10 } X 10 X } 10 X A◊ + ◊ + = ◊ + ◊ + .

Ðàñêðûâ ñêîáêè, ïîëó÷èì
2

100 ` } 10 u } 10 ` u u◊ ◊ + ◊ ◊ + ◊ ◊ + =

2
100 u 10 u } 10 ` u ` }= ◊ + ◊ ◊ + ◊ ◊ + ◊ ,

èëè, ïîñëå óïðîùåíèÿ, 2
99 ` } 99 u◊ ◊ = ◊ . Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè

ðàâåíñòâà íà 99 u }◊ ◊ , ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
2. Çà 6 ÷àñîâ ñ ìîìåíòà íà÷àëà áîÿ ÷àñîâàÿ ñòðåëêà ïðîéäåò
ïîëîâèíó öèôåðáëàòà è îêàæåòñÿ ìåæäó 16 è 17 ÷àñàìè, à
ìèíóòíàÿ îáîéäåò öèôåðáëàò 6 ðàç, ïîýòîìó óãîë ìåæäó ñòðåë-
êàìè èçìåíèòñÿ íà 180∞ , è îíè ñîâïàäóò. Íî ìåæäó 16 è 17
÷àñàìè ÷àñîâàÿ è ìèíóòíàÿ ñòðåëêè íå ìîãóò ñîâïàñòü äâàæäû.
Çíà÷èò, ýòî è åñòü ìîìåíò îêîí÷àíèÿ áîÿ, è áîé äëèëñÿ ðîâíî 6
÷àñîâ.
3. Çàìåòèì, ÷òî 2 3 4 5

2 3 1 2+ + = . Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñóììà
äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé äâîéêè ðàâíà ñëåäóþùåé ñòåïåíè:

1
2 2 2 2 2

n n n n+
+ = ◊ = , èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ïîñëåäîâà-

òåëüíî áóäåì ïîëó÷àòü
2 3 4 5 6

2 3 1 2 2+ + + = ,
2 3 4 5 6 7

2 3 1 2 2 2+ + + + = ,
2 3 4 5 6 7 8

2 3 1 2 2 2 2+ + + + + = ,
2 3 4 5 6 7 8 9

2 3 1 2 2 2 2 2+ + + + + + = ,
2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 3 1 2 2 2 2 2 2+ + + + + + + = .

Çíà÷èò, ìîæíî âçÿòü òàêèå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»

(см. «Квант» № 5 за 2005 г.)

6. Ìîæíî.
7. Äà, ìîæíî. Ïóñòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ)

÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáè 
2

2

A B

A B

+

-
 ðàâåí d > 1. Òîãäà

( ) ( )( )mnd 2 2 ; 2d A B A B A B= + - - - = ( )mnd 4 ; 2B A B- .

Åñëè d  íå÷åòíî, òî d – äåëèòåëü ÷èñëà Â, à ñëåäîâàòåëüíî, è
÷èñëà À. Åñëè d ÷åòíî, òî À – ÷åòíîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðîâåäåì òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ äëÿ âòîðîé äðîáè. Â èòîãå
ïîëó÷èì, ÷òî ëèáî ÷èñëà À è Â íå âçàèìíî ïðîñòû, ëèáî Â –

÷åòíî. Íî åñëè À è Â ÷åòíûå, òî äðîáü 
A

B
 – ñîêðàòèìà.

8. Ðàñïðÿìèì òðàåêòîðèþ ëó÷à,
ïðåäñòàâèâ, ÷òî îí ïðîõîäèò ñêâîçü
ñòåíêè êâàäðàòà è èäåò ïî ïðÿìîé
SF (ðèñ.1). Äëÿ ýòîãî îòðàçèì èñ-
õîäíûé êâàäðàò ñèììåòðè÷íî îò-
íîñèòåëüíî åãî ñòåíîê äîñòàòî÷íîå
÷èñëî ðàç, òîãäà S – íà÷àëüíûé, a
F – êîíå÷íûé óçåë êâàäðàòíîé ñåò-

çàäà÷è:

p = 2,   q = 3,   r = 1,   s = t = u = v = w = x = 2.

4. Íåò. Âîçüìåì, íàïðèìåð, äâà ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà
ñî ñòîðîíàìè 4, 4, 2 è 5, 3, 3. Îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
çàäà÷è, ïîòîìó ÷òî 4 + 4 = 5 + 3 è 4 + 2 = 3 + 3.
5. ×óäàê ïðàâ. Åñëè áû, íàïðèìåð, â ðîùå áûëî ìåíüøå 100
äóáîâ, òî íå äóáîâ îêàçàëîñü áû áîëüøå 200, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ.

Ðèñ. 1
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1. 4 0

2

5
mv v= ; 

4

5

m

k
τ π= . 2. 

36
18 “ì

5
H s= = .

4. 1,3 l.b
k

E = .
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Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. [ ) ( )0; 1 1; 3∪ . 2. ( )3; 0 ; 
1459 728

;
27 27

Ê ˆ
-Á ˜

Ë ¯
.

3. [ ) ( )8; 6 3; 10- - ∪ . 4. 40.

5. 
4

arcctg 2
3

nπÊ ˆ
- +Á ˜

Ë ¯
, 15; 

4
arcctg 2

3
nπ πÊ ˆ

+ - +Á ˜
Ë ¯

, 11; n Œ Z .

6. Óñïåþò.

Âàðèàíò 2

1. 2
2 3y x x= - + .

2. 
1 1 1 1 1 1

; ; 0 ; ;
23 3 3 3 2

Ê ˆ Ê ˆ È ˆ Ê ˘
-• - - Í ˙Á ˜ Á ˜ ˜ Á

Ë ¯ Ë ¯ ¯ ËÎ ˚

∪ ∪ ∪ .

3. Ïåðâîé õîçÿéêå – 10 ðóáëåé, à âòîðîé – 70 ðóáëåé.

4. nπ , 2
2

k
π π- + , ( )1

6

m

m
π π- + , , ,n k m ŒZ .

5. 
3

sin
57

ABC– = . 6. 
5

4
.

êè. Åñëè m è n – ÷èñëà îòðàæåíèé ëó÷à îò âåðòèêàëüíûõ è
ãîðèçîíòàëüíûõ ñòåíîê èñõîäíîãî êâàäðàòà ñîîòâåòñòâåííî, òî

( ) ( )
2 2

1 1SF m n= + + + .

Íàéäåì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû ( ) ( )
2 2

1 1y m n= + + + ,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî m + n = 2005, ãäå m è n – íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Ïîäñòàâèâ n = 2005 – m â ïðàâóþ ÷àñòü íàøåãî ðàâåíñòâà è
âûäåëèâ â íåì ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷èì

2 2

22005 2005
2 2006 1

2 2
y m

Ê ˆ
= - - + +Á ˜

Ë ¯
.

Çíà÷åíèå ó íàèìåíüøåå, êîãäà m = 1002 èëè m = 1003 è, ñî-
îòâåòñòâåííî, êîãäà n = 1003 èëè n = 1002. ×èñëà m + 1 è
n + 1 äîëæíû áûòü âçàèìíî ïðîñòûìè, ÷òîáû ëó÷ ñâåòà íå ïî-
ïàë íà óçåë ñåòêè ðàíüøå, ÷åì ÷åðåç çàäàííîå ÷èñëî îòðàæå-
íèé (ïåðåñå÷åíèé ëèíèé ñåòêè). Â íàøåì ñëó÷àå ÷èñëà 1003 è
1004 âçàèìíî ïðîñòûå, ïîýòîìó íà òðàåêòîðèè ëó÷à ìåæäó
òî÷êàìè S è F íåò äðóãèõ óçëîâ êâàäðàòíîé ñåòêè.
Èòàê, íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ìîæåò ïðîéòè ëó÷,

ðàâíî ( ) ( )
2 2

1002 1 1003 1 2014025+ + + = .

9. Òàêîå ìîæíî ñäåëàòü äëÿ âñåõ n. Ïîêàæåì, êàê èìåííî.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÷åòíîãî n: ïóñòü n = 2m, ãäå m –
íàòóðàëüíîå. Ìûñëåííî ïîäãîòîâèì ìåñòà äëÿ ÷èñåë è ïðîíó-
ìåðóåì èõ ñëåâà íàïðàâî íîìåðàìè îò 1 äî 2m. À òåïåðü ðàñ-
ñòàâèì íà ýòè ìåñòà ÷èñëà îò 1 äî 2m ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
i ÷èñëà îò 1 äî m ðàññòàâèì â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå ñëåâà

íàïðàâî íà ìåñòà ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà 2;
i ÷èñëà îò m + 1 äî 2m ðàññòàâèì â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå

ñëåâà íàïðàâî íà ìåñòà ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè, íà÷èíàÿ ñ
íîìåðà 1.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññòàíîâêà ÷èñåë èìååò âèä:

m + 1, 1, m + 2, 2, m + 3, 3, ..., m + k, k, ..., 2m, m

(íàïðèìåð, äëÿ n = 10 îíà òàêîâà: 6, 1, 7, 2, 8, 3, 9, 4, 10, 5).
Óáåäèòåñü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ðàññòàíîâêà ÷èñåë äåéñòâèòåëüíî
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.
Ïóñòü òåïåðü n – íå÷åòíîå: n = 2m + 1. Ñíà÷àëà âûïèøåì â
ñòðîêó ÷èñëà îò 1 äî 2m òàê, êàê îïèñàíî âûøå. Îñòàëîñü
«íå ïðèñòðîåííîå» ÷èñëî 2m + 1. Çàïèøåì åãî ñïðàâà îò âñåõ
÷èñåë. Òàêèì îáðàçîì, ìû íè÷åãî íå íàðóøèì äëÿ òåõ ÷èñåë,
êîòîðûå áûëè âûïèñàíû ðàíåå. Ïîýòîìó åäèíñòâåííîå, ÷òî
îñòàëîñü, – ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëî 2m + 1 äåëèò ñóììó âñåõ ÷è-
ñåë, âûïèñàííûõ ëåâåå åãî. Íî ëåâåå åãî âûïèñàíû âñå îñ-
òàëüíûå ÷èñëà, è èõ ñóììà, î÷åâèäíî, ðàâíà 1 2 2m+ + + =…

( )2 1m m= ¥ + , ò.å. è çäåñü òðåáîâàíèÿ óñëîâèÿ ñîáëþäàþòñÿ.
10. à) Çàìåòèì, ÷òî âåñü êîìïëåêò äîìèíî ìîæíî âûëîæèòü â
îäèí ðÿä ïî êðóãó. Äåéñòâèòåëüíî, 21 êîñòü (âñå, êðîìå 7
äóáëåé) ìîæíî âûëîæèòü, íàïðèìåð, òàê:

01 12 23 34 45 56 60 02 24 46 61 13 35 50 03 36 62 25 51 14 40,

ãäå ëåâûé è ïðàâûé êîíöû ñìûêàþòñÿ. Îñòàâøèåñÿ 7 äóáëåé
âñòàâëÿþòñÿ â ëþáûå ïîäõîäÿùèå ìåñòà. ßñíî, ÷òî åñëè èç
çàìêíóòîé êðóãîâîé öåïî÷êè âûêèíóòü îäíó ëþáóþ êîñòü, òî
îñòàâøèåñÿ îêàæóòñÿ âûëîæåííûìè â îäèí ðÿä. Ïîêàæåì,
÷òî èç êîìïëåêòà äîìèíî ìîæíî âûíóòü äâå êîñòè òàê, ÷òî îñ-
òàâøèåñÿ íåëüçÿ áóäåò âûëîæèòü â îäèí ðÿä.
Ïóñòü êîìïëåêò êîñòåé äîìèíî âûëîæèëè â îäèí ðÿä. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî êîñòü èìååò äâå ãðàíè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìî-
æåò ñîäåðæàòü îò 0 äî 6 î÷êîâ. Íà ñòûêå êîñòåé âíóòðè ðÿäà
ãðàíè ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû òàê, ÷òî áåç ïàðû ìîæåò îêàçàòü-
ñÿ ñàìîå áîëüøåå äâå ãðàíè, ðàñïîëîæåííûå íà êîíöàõ öåïî÷-
êè. Óáåðåì êîñòè 12 è 34. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ãðàíü íà êîñòÿõ
ïîëíîãî êîìïëåêòà âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî 8 ðàç, òî íà îñòàâøèõñÿ
êîñòÿõ ãðàíè ñ 1, 2, 3 è 4 î÷êàìè âñòðåòÿòñÿ ðîâíî 7 ðàç.
Åñëè áû îñòàâøèåñÿ êîñòè ìîæíî áûëî âûëîæèòü â îäèí ðÿä,
òî êðàéíèå ãðàíè ýòîãî ðÿäà ñîäåðæàëè áû è 1, è 2, è 3, è 4
î÷êà. Íî ýòî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó n = 2.

á) Ïóñòü èç êîìïëåêòà äîìèíî óáðàëè äâå êîñòè. Åñëè îäíà
èç íèõ äóáëü, òî åãî ìîæíî óäàëèòü èç êðóãîâîé öåïî÷êè, ñî-
õðàíèâ êðóã. Ïîýòîìó ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáîé äðóãîé êîñòè îñ-
òàâøèåñÿ âñåãäà ìîæíî áóäåò âûëîæèòü â îäèí ðÿä.
Ïóñòü òåïåðü óáðàëè êîñòè ab è bc, ñðåäè êîòîðûõ íåò äóáëåé.
Äîêàæåì, ÷òî îñòàâøèåñÿ âñåãäà ìîæíî âûëîæèòü â îäèí ðÿä.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì êîñòü ab â èñõîäíîé çàìêíóòîé
êðóãîâîé öåïî÷êå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðÿäîì ñ íåé íàõîäèòñÿ
îòëè÷íàÿ îò äóáëÿ êîñòü bk, èáî äóáëü bb ìîæíî ïåðåëîæèòü â
ëþáîå äðóãîå ïîäõîäÿùåå ìåñòî (èìååòñÿ äâà òàêèõ ìåñòà).
Åñëè k = ñ, ò.å. óáðàííûå êîñòè ÿâëÿþòñÿ ñîñåäÿìè â êðóãîâîé
öåïî÷êå, òî îñòàâøèåñÿ óæå âûëîæåíû â îäèí ðÿä. Åñëè k cπ ,
òî â êðóãîâîé öåïî÷êå çàìåíèì âñå ãðàíè k íà ãðàíè ñ è íàîáî-
ðîò. ßñíî, ÷òî êðóãîâàÿ öåïî÷êà ñîõðàíèòñÿ, íî â íåé êîñòè ab
è bñ áóäóò ñîñåäÿìè, ïîñëå óäàëåíèÿ êîòîðûõ îñòàâøèåñÿ êîñ-
òè áóäóò âûëîæåíû â îäèí ðÿä.
Åñëè óáðàëè êîñòè àb è cd, ñðåäè êîòîðûõ íåò îäèíàêîâûõ
ãðàíåé, òî, êàê äîêàçûâàëîñü â ïóíêòå à), îñòàâøèåñÿ íåëüçÿ
âûëîæèòü â îäèí ðÿä.
Èòàê, åñëè èç êîìïëåêòà óáðàëè êîñòè ab è cd, ñðåäè êîòî-
ðûõ åñòü îäèíàêîâûå ãðàíè, òî îñòàâøèåñÿ êîñòè âñåãäà ìîæ-
íî âûëîæèòü â îäèí ðÿä, åñëè æå îäèíàêîâûõ ãðàíåé íåò, òî
îñòàâøèåñÿ êîñòè íåëüçÿ âûëîæèòü â îäèí ðÿä. Îöåíèì øàí-
ñû êàæäîãî èñõîäà. Íàéäåì, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âû-
áðàòü ïàðó êîñòåé, ó êîòîðûõ íåò îäèíàêîâûõ ãðàíåé. Óáåðåì
äóáëè â ñòîðîíó. Îòëè÷íóþ îò äóáëÿ êîñòü ab ìîæíî âûáðàòü
21 ñïîñîáîì. Ïîñëå òîãî êàê êîñòü ab âûáðàíà, ñðåäè 20 îñ-
òàâøèõñÿ êîñòåé 10 èìåþò ñ ýòîé êîñòüþ îäèíàêîâûå ãðàíè.
Ïîýòîìó êîñòü cd, íå èìåþùóþ ñ ab îäèíàêîâûõ ãðàíåé, ìîæ-
íî âûáðàòü 20 – 10 = 10 ñïîñîáàìè. Îáðàçîâàâ 21 10¥ =  210
âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé ïàð êîñòåé ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíÿìè,
çàìå÷àåì, ÷òî ðîâíî â ïîëîâèíå ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ ïà-
ðû íå ïîâòîðÿþòñÿ (èç äâóõ ïàð ( );ab cd  è ( );cd ab îñòàâëÿåì
òîëüêî îäíó). Èòîãî, âîçìîæíî 105 ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ.
Âñåãî æå èç êîìïëåêòà 28 êîñòåé äîìèíî ïàðó êîñòåé ìîæíî

âûáðàòü 
28 27

378
2

◊
=  ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó îñòàâ-

øèåñÿ êîñòè ìîæíî áóäåò âûëîæèòü â îäèí ðÿä â 273 ñëó÷àÿõ
è íåëüçÿ – â 105 ñëó÷àÿõ.
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ÝËÅÊÒÐÎÍÍÎÉ ÒÅÕÍÈÊÈ

Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1.
2

3
- .  2. ( )

1
1

4 8

n
n

π π
π+

- + + , n ŒZ .  3. 2,5 ì.  4. 
2 2

1 ; 2
3 3

È ˆ
˜Í ¯Î

.

5. [ ]2,4; 3,6 . 6. 2,1. 7. 3. 8. 4,4. 9. 1,5. 10. 48. 11. 1; 3.

Âàðèàíò 2

1. 
6

n
π π± + , n ŒZ . 2. [ ]0,5; 1 . 3. 4. 4. [ ]1; 3 . 5. 31. 6. 

12

7

P
.

7. 3000 ðóá. 8. ( )1,5; 2,5 . 9. 1. 10. 
2

n
π

π+ , 
4

n
π

π+ , n ŒZ .

11. 2.

Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. à) 2

1 2,5 ì “a = , 2 0a = ; á) L = 50 ì.

2. 2
6 ì “

kx
a g

m
= - = . 3. 

( )
C

10 ì
1

k E
H

mg k

Δ
= =

-
.

4. 1 1 2

2 2 1

1
m T

m T

Μ
Μ

= = . 5. 
3

15 d›
2

Q mgh= = .

6. à) 1

1 2

kq
E

a
= ; á) 

2 1 1

3
cos

2
q q qα= - = - .

7. *ƒ

1 1

5,3
I

I U
= ª

-

E

E
; 1

1

1 nì
U

r
I

-
= =
E

.

8. à) 5 ì`I ª ; á) 1 ct ª .     9. ( )arcsin sin 60nα ϕ= ª ∞ .

10. 200n
c

νλ
= = .

Âàðèàíò 2

1. 0

1

2
10 ì “

s
v

t
= = , ãäå 1 1 ct = .

2. 21

2

3
1,5 ì “

2

g a
a

μ -
= = , âåêòîð óñêîðåíèÿ íàïðàâëåí ïðî-

òèâ âåêòîðà ñêîðîñòè øàéáû; ïðóæèíà ñæàòà.

3. max min
40 “ì

E E
l

mg

-
= = .

4. Òåìïåðàòóðà âûðîñëà, òàê êàê ïëîòíîñòü íàñûùåííîãî
ïàðà óâåëè÷èëàñü:

( ) ( )
…2 1 1 2 2 1 1

…1 1 2 1 2

1
V V V

V V V V

ρ ϕ ϕ ϕ
ρ ϕ ϕ

+
= > >

+ +
.

5. 
c

ã

4
43

C c dT

C ap

ρ
= ª .

6. à) 1 2 3 100 ì*jëq q q CU= = = = ; á) q = CU = 100 ìêÊë.

ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÉ
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Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. 15 ñ, 18 ñ.   2. 
7

6

π
- ; 

6

π
.   3. 9.   4. ( ) [ ]0; 4 8; 12∪ .   5. 90°.

6. Íåò ðåøåíèé ïðè a < –2; 2 ïðè à = –2; ( )2 2a a- + +  è

–a ïðè –2 < a < 0; 2 – a è 2a a- -  ïðè 0 2a£ < ;

2a a- ±  ïðè 2a ≥ . Óêàçàíèå. Ðåøèòå óðàâíåíèå íà êàæäîì

èç ïðîìåæóòêîâ ( ); 0-• , [ )0; 2  è [ )2; + • .

7. 
11

10
. Óêàçàíèå. Ïóñòü π – ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü, MNPR – ñå-

÷åíèå ïèðàìèäû ÒÀÂÑ ýòîé ïëîñêîñòüþ (îáîçíà÷åíèÿ ÿñíû
èç ðèñóíêà 2), V – îáúåì ïèðàìèäû ÒÀÂÑ. Èç óñëîâèÿ ñëå-

äóåò, ÷òî MR AD� , 
1

3
FA AC= . Äîêàæèòå, ÷òî 

1

4
TP PC= .

Îáúåì ïèðàìèäû PCRF ðàâåí 
4 2 4 32

5 3 3 45
V V◊ ◊ = , îáúåì ïèðà-

ìèäû NAMF ðàâåí
1 1 1 1

2 3 3 18
V V◊ ◊ = , îáúåì TRBM ðàâåí

2

9
V, òàê ÷òî îáúåì ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû TPRMN ðà-

âåí 
32 1 2 11

45 18 9 90
V V V V V

Ê ˆ
- - - =Á ˜
Ë ¯

. Âûñîòà ïèðàìèäû

TPRMN íàì èçâåñòíà, òàê ÷òî îñòàëîñü íàéòè V.

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî âñå òî÷êè ïðÿìîé AD óäàëåíû îò
ïëîñêîñòè π  íà òî æå ðàññòîÿíèå, ÷òî è òî÷êà Ò. Ïóñòü NH –
ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè N íà ïëîñêîñòü π , HL – ïåðïåíäèêó-
ëÿð èç Í íà MN. Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà MNH íà-

õîäèì, ÷òî 
1

2 3
NH = , òîãäà 

1

3
TO = , 

1 1 9 3 3

3 4 43
V = ◊ ◊ = .

Èòàê, 
1 1 11 3

3 4 90 4
MNPRS ◊ = ◊ , îòêóäà MNPRS

11

10
= .

Âàðèàíò 2

1. 30 ÷, 6 ÷. 2. ( )2 1nπ + , 2
3

n
π

π- + , n ŒZ .

3. 17,5. 4. [ ) ( )0; 1 1; 25∪ . 5. 10.

6. 4 12p p- ± + ïðè ( )3; 2p Œ - - ; 3 è –1 ïðè ð = 1; 2 5 2-
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+
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Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. Êîëüöî áóäåò îòêëîíÿòüñÿ
îò ìàãíèòà.
2. Ñì. ðèñ. 3.

3. 
2

0,84 ì “
O

Av
v

π
λ

= = .

4. Öèôðîé 3.
5. Òàê êàê âäîëü ãîðèçîí-
òàëüíîé îñè X âíåøíèå ñèëû
íå äåéñòâóþò, òî, ñîãëàñíî
çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà,

1 1 2 2x
m v m v= . Ñêîðîñòü âåðõíåé ïðèçìû (1) îòíîñèòåëüíî
íèæíåé (2) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

1%2… 1 2v v v
� � �

= - ,  èëè  1%2… 1 2cos
x

v v vα = + .

Îòñþäà ïîëó÷èì

1%2…

2 1%2…

2 1

cos 3

1 10

v
v v

m m

α
= =

+
.

6. W
2

5 12

2 3 6

C R r

R r

+Ê ˆÊ ˆ
= Á ˜Á ˜Ë ¯Ë ¯+
E .

7. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,
2 2 2

0 sin

2 2 2

mv mv mg x

L

α
= + ,

ãäå õ – äëèíà òðîñà â íàêëîííîé ÷àñòè òðóáû, m – ìàññà òðî-
ñà, 0v  – íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òðîñà, à

 
2

sin
sin

2 2

m x mg x
x g

L L

ααÊ ˆ
=Á ˜

Ë ¯

– ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îòðåçêà òðîñà äëèíîé õ. Äèôôåðåí-
öèðóÿ óðàâíåíèå äëÿ ýíåðãèè ïî âðåìåíè è ïðèðàâíèâàÿ ïî-
ëó÷åííîå âûðàæåíèå íóëþ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
òðîñà

sin
0

g
x x

L

α
+ =¢¢ .

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåì â âèäå

( ) sinx t A tω= ,  ãäå 
2

L
A = , 

2 sing

T L

π αω = = .

Èñêîìîå âðåìÿ íàéäåì èç óðàâíåíèÿ

( )
4

L
x t = , èëè sin

4 2

L L
tω= ,

îòêóäà
2

12 6 sin 6

T L L
t

g g

π π
α

= = = .

Âàðèàíò 2

1. Èíäóêöèîííûé òîê íàïðàâëåí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
(åñëè ñìîòðåòü ñïðàâà).
2. Ïåðèîä êîëåáàíèé óâåëè÷èòñÿ.

3. 
2 2

2

2

4
350 ì “

Av
a

π
λ

= = .

4. 11

04 1,45 10  jë
hc A

q r
e

λ
πε -

-
= = ◊ .

5.
1 3

1
2 tg 2

F mg mg
α

Ê ˆ
= + =

Á ˜
Ë ¯

. 6. ( )
2

1 3 2985 d›
3

A v v
νΜ

= - = .

7. Ðàññìîòðèì äâà çàðÿæåííûõ øàðèêà êàê åäèíóþ ìåõàíè-
÷åñêóþ ñèñòåìó. Êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó øàðèêà-
ìè ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì, ïîýòîìó îíî íå âëèÿåò íà äâèæåíèå

ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÈÍÆÅÍÅÐÍÎ-ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÉ
ÈÍÑÒÈÒÓÒ

Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. 
5 3

1; ; 2
4 2

Ê ˆ È ˆ
Á ˜ ˜ÍË ¯ ¯Î

∪ . 2. ( ) ( )5; 2 3 1; 2 3- ± ±∪ .

3. ( ); 6 35 6 35;˘ È-• - + + •
˚ Î
∪ .

4. Ïðè 
1
; 1

4
a

È ˘
Œ -
Í ˙
Î ˚

: 
2

1

8 17

a
x

a

-
=

+
; ïðè äðóãèõ à: ∆ .

5. a) 
50

3
; á) 

23 85

3
; â) 55 2 .

Âàðèàíò 2

1. nπ , n ŒZ ; ( )arccos 1 6 2 kπ± - + , k ŒZ .

2. 12. 3. ( ] [ ); 1 1;∪-• - + • .

4. 1) Ïðè { } { } { }3 1 : 2 ;a x∪Œ - - Œ

ïðè ( )3; 2 1 2 2 1 2; 1 :a ∪˘ ÈŒ - - - - + -
˚ Î

( ) ( )
2 2

2 1 2 ; 2 1 2 ;x a a
È ˘

Œ - - + + - +
Í ˙Î ˚

ïðè ( )2 1 2; 2 1 2 :a Œ - - - +

( ) ( )
2 2

2 1 2 ; 2 1 2 2x a a ∪È ˘
Œ - - + - - +
Í ˙Î ˚

( ) ( )
2 2

2 1 2 2 ; 2 1 2 .a a∪ È ˘
+ - + + - +

Í ˙Î ˚

2) 2 2 2± .

5. à) 7 22 ; á) ( )
21

2 13
13

+ .

öåíòðà ìàññ ñèñòåìû. Åäèíñòâåííàÿ âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþ-
ùàÿ íà ñèñòåìó, ýòî ñèëà òÿæåñòè, òîëüêî îíà è áóäåò îïðåäå-
ëÿòü äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû. Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå
öåíòðà ìàññ íàõîäèòñÿ íà âûñîòå

ö0

3 2 3 9

3 2 5

m h m h
h h

m m

◊ + ◊
= =

+
,

à åãî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî. Â
äàëüíåéøåì öåíòð ìàññ áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ïàðàáîëå, õàðàêòå-
ðèçóåìîé óðàâíåíèåì

2

ö ö0
2

g
h h t= - .

Íèæíèé øàðèê óïàäåò íà çåìëþ â ìîìåíò âðåìåíè 
L

t
v

= .

Ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ â ýòîò ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì

2

2

ö ö0

9

2 5 2

g g L
H h t h

v

Ê ˆ
= - = - Á ˜

Ë ¯
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

2

ö 2

3 0 2 2

5 5

m m H
H H

m

◊ + ◊
= = .

Îòñþäà íàéäåì âûñîòó 2H  âòîðîãî øàðèêà:
2

2

9 5

2 4

L
H h g

v

Ê ˆ
= - Á ˜

Ë ¯
.

Ðèñ. 3
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è –1 ïðè ð = 2; 4 4p p- ± -  ïðè [ )6;p Œ + • .

7. 
21

5
, 

24

5
.

Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. 2

1g gkn= . 2. 
cos

g

l
ω

α
= . 3. 

( )
1 2

0

1 2

3

2

S S
T T

S S

+
=

+
.

4.
( ) ( )24 2

0,1 d›
2

ga n k S a
A

S

ρ - -

= = . 5.
( ) ( )

( )

3 3

1 1

0 3 3

1

a a a a
E E

a a a

+ -

=

-

.
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ÍÎÂÎÑÈÁÈÐÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ
ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Âàðèàíò 1

1. Ýíåðãèÿ, âûäåëÿþùàÿñÿ â ïðîâîäàõ, ñâÿçàíà ñ ýíåðãèé ïî-
ëó÷àåìîé îò èñòî÷íèêà, ñîîòíîøåíèåì

( )

2 2
1,2

1,22
1,2

1,2

U R U

R RR R

β=
++

, îòêóäà 
1,2

1,2

1,21
R R

β
β

=
-

.

Ñîïðîòèâëåíèå îäíîðîäíîãî ïðîâîäà â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî
òîêà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî åãî ñå÷åíèþ, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëó÷àåì

( )

( )
1 22 1

1 2 2 1

1
11

1

S R

S R

β β
β β

-
= = =

-
.

2. Ïóñòü õ – ðàñòÿæåíèå âåðõíåé è íèæíåé ïðóæèí, à ó – ðàñ-
òÿæåíèå «ïåðåäíåé» ñðåäíåé ïðóæèíû, òîãäà «çàäíÿÿ» ñðåä-
íÿÿ ïðóæèíà ñîæìåòñÿ íà ó – õ. Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,

( )ma ky k y x= + - .

Ñóììà ñèë, ïðèëîæåííûõ ê çàäíåìó íåâåñîìîìó ñòåðæíþ,
ðàâíà íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî,

( )02k x k y x= - , èëè 02k k
y x

k

+
= .

Èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé íàõîäèì

04

ma
x

k k
=

+

.

3. Íàïðÿæåíèÿ ìåæäó ïëàñòèíàìè íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ ãîðè-
çîíòàëè ðàâíû, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

1 1 2 2E d E d= .

Çàðÿäû ïëîñêèõ ó÷àñòêîâ âåðõíåé ïëàñòèíû ïðîòèâîïîëîæíû
ïî çíàêó: q è –q, êàê è ó ó÷àñòêîâ íèæíåé: Q è –Q. Ïîëÿ,
ñîçäàâàåìûå ýòèìè çàðÿäàìè â çàçîðàõ, ìîæíî íàéòè ïî
ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè:

1

12

Q q
E E k

S

-
= + , 2

22

Q q
E E k

S

-
= - ,

èëè ( )1 1 2 2 1 2E S E S E S S+ = + .

Îòñþäà ïîëó÷èì

1 2

1 2

1 2 2 1

S S
E Ed

S d S d

+
=

+

, 1 2

2 1

1 2 2 1

S S
E Ed

S d S d

+
=

+
.

4. Êîãäà ïëàñòèíêó òîëüêî îòïóñòèëè, ðàçíîñòü äàâëåíèé íà
åå âåðõíþþ è íèæíþþ ïîâåðõíîñòè áûëà ðàâíà 

0 0p gdΔ ρ= ,
ãäå 0ρ  – ïëîòíîñòü âîäû, g – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ,
à d – òîëùèíà ïëàñòèíêè. Ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû òðåíèÿ ñî
ñòîðîíû âîäû ñêîðîñòü òîíóùåé ïëàñòèíêè â êîíöå êîíöîâ
ñòàíåò ïîñòîÿííîé, ñëåäîâàòåëüíî, èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòî-
íà ïîëó÷àåì

ì=*“p gdΔ ρ= ,

ãäå ρ  – ïëîòíîñòü ïëàñòèíêè. Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå äàâ-
ëåíèé ðàâíî

ì=*“

0 0

p

p

Δ ρ
Δ ρ

= ª  8.

5. Êîãäà ÷àøêó ñòàâÿò â ãîðÿ÷óþ âîäó, äàâëåíèå íàãðåâàþùå-
ãîñÿ âîçäóõà (è ïàðîâ) âîçðàñòàåò, çàìåòíî óìåíüøàÿ ïðèæè-
ìàþùóþ ñèëó, à çíà÷èò, è ñèëó òðåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñïîë-
çàíèþ ÷àøêè. Ñëîé æå âîäû âíå ÷àøêè íå ïîçâîëÿåò âûéòè
âîçäóõó èç íåå, ïîêà èçáûòî÷íîå äàâëåíèå íå ñðàâíÿåòñÿ ñ
äàâëåíèåì ñëîÿ.
Ïîïðîáóéòå ïðîâåñòè ýòîò ýêñïåðèìåíò ñàìîñòîÿòåëüíî.

Âàðèàíò 2

1. Ïóñòü 0v  – ñêîðîñòü êàïëè ïðè ïåðåñå÷åíèè âåðõíåé ãðà-
íèöû îêíà. Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ êàïëè èìååò âèä

2

0
2

gt
h v t= + , îòêóäà 0

2

h gt
v

t
= - .

Ïóñòü 1v  – ñêîðîñòü êàïëè ïðè ïåðåñå÷åíèè íèæíåé ãðàíèöû
îêíà. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü

1 0v v gt= + , èëè 1
2

h gt
v

t
= + .

2. Ïóñòü 
AB

U  – íàïðÿæåíèå ìåæäó òî÷êàìè À è Â, à 1q , 2q

è 3q  – çàðÿäû íà êîíäåíñàòîðàõ ñ åìêîñòÿìè 1C , 2C  è 3C

ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà â òî÷êå À:

1 2 3 0q q q+ + = ,

ãäå ( )1 1 1 AB
q C U U= - , ( )2 2 2 AB

q C U U= - , ( )3 3 3 AB
q C U U= - .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

1 1 2 2 3 3

1 2 3

AB

CU C U C U
U

C C C

+ +
=

+ +
.

3. Äàâëåíèå ãàçà â ñîñóäå îïðåäåëÿòñÿ ìàññîé ïîðøíÿ è ðàâ-

íî ( )p M m g S= +  äî îòðûâà ãðóçà è p Mg S=¢ ïîñëå îòðû-
âà ãðóçà, ãäå S – ïëîùàäü ïîðøíÿ. Ïóñòü ν  – ÷èñëî ìîëåé
ãàçà â ñîñóäå, à h – âûñîòà íà êîòîðóþ ïîäíèìåòñÿ ïîðøåíü
ïîñëå îòðûâà ãðóçà. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíî-
ãî ãàçà ïîëó÷àåì

( )0RT M m gHν = + ,   ( )RT Mg H hν = + .

Êîëè÷åñòâî òåïëîòû

0Q mgH= ,

âûäåëèâøååñÿ ïðè íåóïðóãîì óäàðå ãðóçà, èäåò íà ðàáîòó ïî
ïîäúåìó ïîðøíÿ

À = Mgh

è ïðèðàùåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ãåëèÿ

( ) ( )( )
3 3

2 2
U R T Mg H h M m gHΔ ν Δ= = + - + = ( )

3

2
Mgh mgH- .

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (ïåðâîå íà÷àëî òåðìîäèíàìè-
êè) ïîëó÷àåì

( )0

3

2
mgH Mgh Mgh mgH= + - ,  îòêóäà 

( )02 3

5

H H m
h

M

+
= .

4. Îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ðàâíî îòíîøåíèþ ìîëÿðíûõ ìàññ:

2 2

2 2

H O H O

D O D O

1 2 18
1,1

2 2 18

ρ Μ
ρ Μ

¥ +
= = =

¥ +
.

Òàê êàê â ñòàíäàðòíîì ñòàêàíå ïîìåùàåòñÿ 200 ã îáû÷íîé
âîäû, òî ìàññà òÿæåëîé âîäû áóäåò íà 20 ã áîëüøå.
5. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñèëû òÿæåñòè, äåéñòâóþùèå íà êîíóñû
ðàâíûõ ìàññ, îäèíàêîâû, à ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ ñî ñòîðîíû
âîçäóõà ðàçíûå – áîëüøå äëÿ áîëüøåãî êîíóñà. Ïîýòîìó
áîëüøèé êîíóñ ìåäëåííåå ðàçãîíÿåòñÿ è îòñòàåò îò ìåíüøåãî.
Âî âòîðîì ñëó÷àå óñêîðåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ðàâíû, ÷òî óêàçûâà-
åò íà ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ ïëîùàäè îñíî-
âàíèÿ êîíóñà.

Ðèñ. 4

Âàðèàíò 2

1. Ñì. ðèñ.4.

2. 
2

2

1

g
a

a
= .

3. 
22

A B

Δϕ
ϕ ϕ- = - .

4. 1
2

η
η

η
=

-

.

5. Ïîëîæåíèå òåëà óñòîé÷è-
âî, òàê êàê

4 4 4

1 1 2 2 3 32R R Rρ ρ ρ> + .



ÐÎÑÑÈÉÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ
ÏÅÄÀÃÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ ÈÌ.À.È.ÃÅÐÖÅÍÀ

Âàðèàíò 1

1. 4.  2. )
3

0; 3;
3

Ê ˘
È +•˙Á Î

Ë ˙̊

∪ . 3. 0.

4.
3

kπ
, ;k ŒZ ( )1 ,

24 4

n n
n

π π
- + ŒZ . 5. ( ) ( )1 2; 0 0; 1 2- +∪ .

6. [ ]0; 4 . 7. 98550. 8. 4.          9. 30∞ .

Âàðèàíò 2

1. 60 êì. 2. 2500.     3. –2, 2; 2. 4. ( ]
1

0; 1; 27
9

Ê ˘
Á ˙Ë ˚

∪ .

5. [ ]1; 2- . 6. 3.         7. 
2
;

3

È ˆ
- +•˜Í ¯Î

. 8. 5.

9. 13,5.

ÐÎÑÑÈÉÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ
ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
ÈÌ.Ê.Ý.ÖÈÎËÊÎÂÑÊÎÃÎ (ÌÀÒÈ)

Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. –3; 11. 2. 
1

2
± ; 8 2± . 3. 

1
;

2 5

È ˆ
+•Í ˜

¯Î

.

4. 
2

3
. 5. 

3 25
2 2;

2 8

È ˘
- -
Í ˙
Î ˚

.

Âàðèàíò 2

1. Ïåðâàÿ êîìàíäà. 2. ( );-• + • .
3. Óêàçàíèå. Åñëè α  è β  – êîðíè ïåðâîãî òðåõ÷ëåíà, òî îíè
èìåþò ðàçíûå çíàêè, à êîðíè âòîðîãî òðåõ÷ëåíà ýòî α-  è β- .

4. 
2

9
.    5.  3.       6. ( )1; 3± ;  ( )0; 4± ;  ( )3; 1- ± .

7. Óêàçàíèå. Ïóñòü
( )1 2 1

1 2 2
n

n
A

n

◊ ◊ -

=

◊ ◊ ◊

…

…
.

Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî
1

2 1
n

A
n

<
+

.

8. 35; 0È ˘-
Î ˚ . 9. ( )

32
3 3 4

9
π+ .

Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. 4). 2. 3). 3. 2). 4. 4). 5. 4). 6. 4). 7. 2). 8. 3). 9. 3).
10. 1).

Âàðèàíò 2

1. 5). 2. 1). 3. 4). 4. 2). 5. 1). 6. 3). 7. 1). 8. 4). 9. 4).
10. 5).
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ÐÎÑÑÈÉÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
ÍÅÔÒÈ È ÃÀÇÀ ÈÌ.È.Ì.ÃÓÁÊÈÍÀ

Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. 1. 2. 10. 3. 121. 4. –2. 5. 2. 6. –1. 7. 0,5. 8. –30.
9. 46. Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó èìååò âèä

3 2
10,8 25y p p p a= + - + ( ) ( )2

3 21,6 25p p x p+ + - - ,

ãäå p – àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ. Ïðÿìàÿ äîëæíà ïðîõîäèòü

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò,
ò.å. äîëæíî âûïîëíÿòü-
ñÿ ðàâåíñòâî

3 2
2 10,8p p a+ = . Îñòà-
ëîñü íàéòè íàèáîëüøåå
öåëîå çíà÷åíèå à, ïðè
êîòîðîì óðàâíåíèå îòíî-
ñèòåëüíî ð èìååò òðè
ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Äëÿ
ýòîãî èññëåäóéòå ñ ïîìî-
ùüþ ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèþ 3 2

2 10,8y x x= + ,
ïîñòðîéòå ýñêèç åå ãðà-
ôèêà è âûÿñíèòå, ïðè
êàêèõ à ãîðèçîíòàëüíàÿ
ïðÿìàÿ ó = à ïåðåñåêàåò ãðàôèê â òðåõ òî÷êàõ (íà ðèñóíêå 5
ïîêàçàí ýñêèç ýòîãî ãðàôèêà ñ ðàçëè÷íûìè ìàñøòàáàìè ïî
îñÿì Îõ è Îó).
10. 22.
11. 0,9232. Ïóñòü ÀÂÑ –
äàííûé òðåóãîëüíèê
(ðèñ.6), ABC α– = , Î –
öåíòð âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè, OM = OK = r – åå
ðàäèóñû, ïðîâåäåííûå â
òî÷êè êàñàíèÿ. Òîãäà

2OBM α– =  è

( )sin 2BO r α= . Ïóñòü

Ò – öåíòð âòîðîé îêðóæíîñòè, ÂÒ = õ – åå ðàäèóñ,
MBT ϕ– = . Ïîñêîëüêó ÎÒ = õ – r, òî ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

èç OBTΔ

( )
( )

( )

( )

2
2 2

2

2 cos 2

sin 2sin 2

rxr
x r x

α ϕ
αα

+
- = + - ,

èëè

( ) ( )( )2
ctg 2 2 cos ctg 2 sin 1r xα ϕ α ϕ= - - .

Åñëè ÀÂ = ñ, ÂÑ = à, ÀÑ = b, òî cos
2

c

x
ϕ = ,

2 2
4

sin
2

x c

x
ϕ -
= , ïîýòîìó

( ) ( )2 2 2
ctg 2 ctg 2 4 2r c x c xα α= - - - .

Íî ( )ctg 2r BMα = , ( )ctg 2c r AM AK b rα- = = = - . Îò-
ñþäà

( ) ( )2
ctg 2 ctg 2c rα α- =

= ( ) ( )( ) ( ) ( )ctg 2 ctg 2 ctg 2c r b rα α α- = - ,

è ïîñêîëüêó ( ) ( )
1

cos sin 1
2 2

c
r a b c α α= + - = + - , à

( )
sin

ctg 2
1 cos

α
α

α
=

-
, òî

( ) ( ) ( )ctg 2 cos sin 1
2 2

c P
b r α α α- = + + = ,

ãäå Ð – ïåðèìåòð äàííîãî òðåóãîëüíèêà. Ìû ïîëó÷àåì óðàâ-

íåíèå 2 2
4 2

2

P
x c x- - = , îòêóäà 

2

8 2

P c
x

P
= + .

12. 9. Íà ðèñóíêå 7 òî÷êà Î – öåíòð îñíîâàíèÿ, Ì – ñåðåäè-
íà áîêîâîãî ðåáðà SB. Öåíòð øàðà, îïèñàííîãî îêîëî ïèðà-
ìèäû MABCD, ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ïåðïåíäèêóëÿðà ê
ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, ïðîâåäåííîãî ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè,
îïèñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ, â äàííîì ñëó÷àå ýòî åñòü ïðîäîë-
æåíèå âûñîòû ïèðàìèäû SO, è ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíó êàêîãî-íèáóäü áîêîâîãî ðåáðà ïèðàìèäû MABCD
ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåìó. Â êà÷åñòâå òàêîãî ðåáðà âîçüìåì
ÌÂ, è ïóñòü N – ñåðåäèíà ÌÂ. Òîãäà öåíòð øàðà ëåæèò â
òî÷êå Ð ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèÿ âûñîòû SO è ïðÿìîé NP,
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Ðèñ. 8

Ðèñ. 9

ïðîâåäåííîé â ïëîñêîñòè
SOB ïåðïåíäèêóëÿðíî ê
ÌÂ. Ðàäèóñ ýòîãî øàðà åñòü
õ = ÐÂ, ïðè ýòîì

2 2 2x OP OB= + .

Ïóñòü SB = l, SBO α– = .
Òîãäà 4NB l= ,

cosOB l α= , ( )4 cosBK l α=

è 
2

4 cos 1

4 cos
OK l

α
α
-

= . Ïî-

ñêîëüêó KPO α– = , òî
2

4 cos 1
ctg

4 sin
OP OK l

αα
α
-

= = .

Òåïåðü

( )
2

2 2

2
8 cos 1

16 sin

l
x α

α
= + .

Íî ðàäèóñ øàðà, îïèñàííîãî îêîëî ïèðàìèäû SABCD, ðàâåí
ðàäèóñó îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà SBD,
ýòî åñòü ( )2sinR l α= . Ïîýòîìó

( ) ( )
2 2

2 2
8 cos 1 5 4 cos2

4 4

R R
x α α= + = + . Ïðè ýòîì

2BSD ϕ π α– = = - . Îòñþäà

 ( ) ( )
2

2 2
5 4 cos2 1,25 cos

4

R
x Rϕ ϕ= - = - ,

è îêîí÷àòåëüíî

1,25 cosx R ϕ= - .

Âàðèàíò 2

1. 1.   2. 8.   3. 0,9.   4. –18.   5. 19.   6. 0,2.   7. –1.   8. 30.
9. –2.  Ñîñòàâèì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè

36

9
y x= . Ïóñòü ð – àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ, òîãäà óðàâíå-

íèå çàïèøåòñÿ òàê: 
2 3

6 2 6

3 9

p x p
y = - . Ýòà íåâåðòèêàëüíàÿ

ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ ïàðàáîëû 2
y x a= + , åñëè îòíîñèòåëüíî íå-

èçâåñòíîãî õ óðàâíåíèå 
2 3

2 6 2 6

3 9

p x p
x a+ = -  èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå. Äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà åñòü
4 3

2 2 6
4

3 9

p p
D a

Ê ˆ
= - +Á ˜

Ë ¯
, è òàê êàê äîëæíî áûòü D = 0, òî

4 3
2 6

6 9

p p
a = - . Ïîñêîëüêó îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ äîëæíà áûòü

åäèíñòâåííîé, íàäî âûÿñíèòü, ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà

à ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ð èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ( )f x y= =

4 3
2 6

6 9

x x
= -  è ïîñòðîèì åå ãðàôèê. Ïîñêîëüêó

3
4 6

6 3

x
y x

Ê ˆ
= -Á ˜

Ë ¯

, òî ó = 0 ïðè õ = 0 è 
4 6

3
x = , y < 0 ïðè

4 6
0;

3
x

Ê ˆ
Œ Á ˜
Ë ¯

 è y > 0 ïðè ( )
4 6

; 0 ;
3

x
Ê ˆ

Œ -• + •Á ˜
Ë ¯

∪ . Òàê êàê

( ) ( )
2

2
6

3

x
f x x= -¢ , òî ( )f x  óáûâàåò ïðè ( ); 6x Œ -•  è

âîçðàñòàåò ïðè ( )6;x Œ + • . Ïðè 6x =  ôóíêöèÿ äîñòèãàåò

ìèíèìóìà, ðàâíîãî ( )6 2f = - . Ýñêèç ãðàôèêà ( )f x  ïîñòðî-

åí ïî ýòèì äàííûì íà ðèñóíêå 8. Ãðàôèê íå èìååò òî÷åê ïå-
ðåñå÷åíèÿ ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ó = à, åñëè a < –2, è
èìååò äâå òàêèå òî÷êè, åñëè a > –2. Åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ áóäåò òîëüêî ïðè à = –2. Îòâåò â çàäà÷å ìû ïîëó÷è-
ëè, íî ïðîäîëæèì àíàëèç. Ïðè à = –2 àáñöèññà òî÷êè êàñà-

íèÿ åñòü 
min 6p = , ïðè ýòîì äëÿ êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû

Ðèñ. 7

( )min 4y p = ,

( )min 2 6y p =¢ . Äëÿ êâàä-

ðàòè÷íîé ïàðàáîëû ïðè à =

= –2 èìååì ( )min 4y p = ,

( )min 2 6y p =¢ . Ñîâïàäå-

íèå â òî÷êå 6x =  ôóíê-

öèé è èõ ïðîèçâîäíûõ îç-
íà÷àåò, ÷òî îáùàÿ êàñà-
òåëüíàÿ áóäåò åäèíñòâåííîé
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ó äâóõ ãðàôèêîâ
èìååòñÿ îáùàÿ òî÷êà êàñà-
íèÿ.
10. 0,3. Óêàçàíèå. Ïðîëîãàðèôìèðóéòå îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
ïî îñíîâàíèþ 10 è ðåøèòå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, êîýôôèöè-
åíòû êîòîðîãî ñîäåðæàò
lg 3 .
11. 8. Ïóñòü ÀÂÑ – äàííûé
òðåóãîëüíèê ñ ãèïîòåíóçîé
ÀÂ = ñ = 64 è êàòåòàìè
ÂÑ = à, ÀÑ = b (ðèñ.9), Î
– öåíòð îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà 2c , ëåæà-
ùèé ïîñåðåäèíå ÀÂ, 1O  –
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñ-
òè, 1 1 1O M O N O P r= = =  –
ðàäèóñû ýòîé îêðóæíîñòè,
ïðîâåäåííûå â òî÷êè êàñà-
íèÿ. Öåíòð òðåòüåé îêðóæ-
íîñòè ëåæèò â òî÷êå 2O  îòðåçêà ÌÒ òàê, ÷òî

2 2 9O M O K ρ= = = . Ïîñêîëüêó 
1O NCP  – êâàäðàò, òî BN =

= BM = a – r, è ( )
2 2

c c
MO BM a r= - = - - . Íî

( )
1

2
r a b c= + - , ïîýòîìó 

2

b a
MO

-
= . Çàïèøåì òåîðåìó Ïè-

ôàãîðà â òðåóãîëüíèêå 2OMO :
2 2

2

2 2

b a cρ ρ-Ê ˆ Ê ˆ
+ = -Á ˜ Á ˜

Ë ¯ Ë ¯
,

òîãäà 2ab cρ= . Èç ñèñòåìû

2 2 2
,

2 4

a b c

ab cρ

Ï + =Ô
Ì

=ÔÓ

ïîëó÷àåì 2
4a b c cρ+ = + , îòêóäà ( )21

4
2

r c c cρ= + - .

12. 288. Íà ðèñóíêå 10 èçîá-
ðàæåíî ñå÷åíèå êîíôèãóðà-
öèè ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç âåðøèíó ïèðàìè-
äû S è ñåðåäèíû K è Ð äâóõ
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí îñ-
íîâàíèÿ ïèðàìèäû, òàê ÷òî
SK è SP – àïîôåìû. Ïðè
ýòîì Î – öåíòð îñíîâàíèÿ, Ò
– öåíòð âïèñàííîé â ïèðàìè-
äó ñôåðû, ÐÒ – áèññåêòðèñà

SPO– . Ïóñòü OM = MN =
= d = 2, SKO β– = , OT =
= TL = r. Òîãäà LOM β– = ,
ïîýòîìó OM 2 cosr β= , ON=

4 cosr β= , íî ON =
sinOK β= , ïîýòîìó

4 cos sinr OKβ β= . Îäíàêî tg tg
2 2

r OP OK
β β

= = , è ìû ïî-

Ðèñ. 10



Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. 2
5 ì c .   2. F = 6 Í.   3. 440 “ì “v = .   4. m = 3 êã.

5. 1200 d›UΔ = .   6. À = 35 ìÄæ.   7. I = 3 À.   8. k = 7.
9. Çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà äëÿ òå-
ëåæêè ñ ãðóçîì:

2 2

1 1 2 2

1 1 2
2 2

m v m v
m gh m g R= ◊ + + ,    1 1 2 20 m v m v= - ,

ãäå 1 2,v v  – ñêîðîñòè ãðóçà è òåëåæêè â ìîìåíò âðåìåíè, êîã-
äà ãðóç íàõîäèòñÿ â âåðõíåé òî÷êå ïåòëè. ×òîáû íàéòè ñèëó
N, äåéñòâóþùóþ íà ãðóç â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ñî ñòîðîíû
ïîâåðõíîñòè, íàäî çàïèñàòü âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ãðóçà
â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ òåëåæêîé:

( )
2

1 1 2

1

m v v
N m g

R

+
+ = ,

òàê êàê èìåííî â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ðàäèóñ êðèâèçíû òðà-
åêòîðèè ãðóçà ðàâåí ðàäèóñó ïåòëè R. Îòìåòèì, ÷òî â ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè óñêîðåíèå òåëåæêè ðàâíî
íóëþ, ò.å. ñâÿçàííàÿ ñ íåé ñèñòåìà îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ èíåðöè-
àëüíîé (ñèëà èíåðöèè îáðàùàåòñÿ â íîëü). Âûïîëíèâ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

1

1 1

2

2 1 2 1 0,5 1 m
m h

N m g m g
m R

Ê ˆÊ ˆ Ê ˆ
= + - - = =Á ˜Á ˜Á ˜ Ë ¯Ë ¯Ë ¯

.

(Íà ýêçàìåíå äëÿ ýêîíîìèè âðåìåíè óäîáíî ñðàçó ïîäñòàâèòü
â óðàâíåíèå 2 12m m= , h = 2,5R.)
Çàìå÷àíèå. Åñëè âû çíàêîìû ñ âàæíûì ñâîéñòâîì ñèñòåìû
öåíòðà ìàññ äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, óòâåðæäàþùèì, ÷òî
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îòíîñèòåëü-
íóþ ñêîðîñòü òî÷åê ïî ôîðìóëå

2

1 21 2

1 2 2
k

v vm m
E

m m

-
=

+

� �

(ýòî óòâåðæäåíèå íåñëîæíî ïðîâåðèòü «â ëîá»), òî ìîæíî ðå-
øàòü ýòó çàäà÷ó â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ:

2

1 2 %2…

1 1

1 2

2
2

m m v
m gh m g R

m m
= ◊ +

+
,   

2

%2…

1 1

v
N m g m

R
+ = .

10. n = 3. 11. k = 16. 12. õ = 40 ñì.

Âàðèàíò 2

1. 
cp 29 ì “v = . 2. õ = 8 ìì. 3. N = 300 Âò. 4. M = 36 ò.

5. 56%η = . 6. F = 12 Í. 7. I = 25 ìêÀ. 8. 2
7 ì “a = .

9. Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ íåóïðóãîãî óäàðà

ãðóçà è ÷àøêè âåñîâ: ( )mv m M u= + , ãäå 2v gh=  – ñêî-

ðîñòü ãðóçà äî óäàðà, u – ñêîðîñòü ÷àøêè ñ ãðóçîì ïîñëå óäà-
ðà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé çàïèøåì çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ äâèæåíèÿ ÷àøêè ñ ãðóçîì. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Âî-ïåðâûõ, ìîæíî çàïèñàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè «â
ëîá», îòñ÷èòûâàÿ ýíåðãèþ óïðóãîé äåôîðìàöèè îò íåäåôîð-
ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðóæèíû, à ýíåðãèþ òÿãîòåíèÿ – îò

êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ (ìîìåíò
îñòàíîâêè):

( )
( )

( )
22 2

00

2 2 2

k x xm M u kx
m M gx

++
+ + + = ,

ãäå 0x Mg k=  – íà÷àëüíàÿ äåôîðìàöèÿ ïðóæèíû. Ïîñëå
ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

2 2

0
2

kx m gh
mgx

m M
- - =

+

,

äâà êîðíÿ êîòîðîãî 1x  è 2x  ñîîòâåòñòâóþò êðàéíèì òî÷êà êî-
ëåáàíèé. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ðàâíî óäâîåííîé
àìïëèòóäå, îòêóäà ìîæíî íàéòè àìïëèòóäó:

2 2
1 2 2

10 “ì
2

x x mg km gh
A

k m M

- Ê ˆ
= = + =Á ˜

Ë ¯ +
.

Âî-âòîðûõ, ìîæíî, êàê ýòî ïðèíÿòî ïðè îïèñàíèè êîëåáàíèé,
îòñ÷èòûâàòü ïîëíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ. Ýòî ïîëîæåíèå îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì

( )p 0kx m M g- + = , ñìåùåíèå îò íåãî ðàâíî py x x= - , à íà-
÷àëüíîå ñìåùåíèå ñîñòàâëÿåò

( )
0 0 p

m M gMg mg
y x x

k k k

+
= - = - = -

(îñü íàïðàâëåíà âíèç). Òîãäà çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè çàïè-
øåòñÿ ïðîùå:

( ) 22 2

0

2 2 2

m M uky kA+
+ = .

Äàëüíåéøåå ðåøåíèå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
10. Ò = 400 Ê. 11. 20%δ = . 12. f = 18 ñì.

ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ
ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Âàðèàíò 1

1. 
179

110
. Óêàçàíèå. Ïóñòü õ – âû÷åðêíóòûé ÷ëåí ïðîãðåññèè,

n – åãî íîìåð, d – ðàçíîñòü ïðîãðåññèè. Ñóììà îñòàâøèõñÿ
÷ëåíîâ ðàâíà

( ) ( )
9

1 10 9 55 10
2

x d n d x x d n
Ê ˆ

- - + ◊ - = + -Á ˜
Ë ¯

,

ëó÷àåì óðàâíåíèå 4 tg tg
2

β β= . Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî

2 1
tg

2 2

β
= , òàê ÷òî 

1
cos

3
β =  è tg 2 2β = .

Ïóñòü ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû PK = a. Òîãäà åå âûñîòà

tg tg
2

a
SO OK β β= =  è îáúåì ïèðàìèäû ðàâåí 

3

tg
6

a
V β= =

3
2

3

a
= , òàê ÷òî îñòàåòñÿ íàéòè à. Ïîñêîëüêó

2 cos 2 tg cos
2 3 2

a
l OM r OK

β
β β= = = = ,

òî
3 2 6 2a l= = .

ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ
ÏÎËÈÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Âàðèàíò 1

1. 
2

1x -
. 2. 4. 3. 2. 4. 

3

π
. 5. 

2 5

2

x
y

x

+
=

+
.

6. ( ] [ ); 10 2;-• - + •∪ . 7. 
3

2; ; 1
2

- - - . 8. [ ) [ )2; 0 2;- + •∪ .

9. 
3

4

π
. 10. 2 kπ π+ , k ŒZ . 11. 0; 1 . 12. 2

2log 3- . 13. 5.

14. ( ]
6
; 2 2; 3

5

Ê ˆ
Á ˜
Ë ¯

∪ . 15. 35. 16. ( ) ( )2; 2 ; 2; 2- - - .

17. 
3

2 ; 2
4

k
π πÊ ˆ
+Á ˜

Ë ¯
, k ŒZ . 18. 

1

3
. 19. 12. 20. ( )2; 2- .
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1. –3. 2. 8. 3. a > b. 4. 2. 5. ( )3; 2 . 6. 
7

3;
9

. 7. 36.

8. 
6

k
π π± + , k ŒZ . 9. [ ) ( )1; 1 1;- + •∪ . 10. ( )1; 1 . 11. 2.

12. –1; 4 3± . 13. 2; 4; 5; 9. 14. 
6

π
. 15. 

60
5;

7

È ˘

Í ˙
Î ˚

.

16. 3 2 0x y± + - = . 17. [ )2; + • . 18. 150°. 19. 9. 20. 6; 8.
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ïîýòîìó

( )

( )
( )

9 55 10 18,

1
1 7,

2

x d n

dn n
x n

+ - =Ï
Ô
Ì -

- - =Ô
Ó

  ò.å. 
( )

( ) ( )

2

18 9
,

5 11 2

18 158 770
.

11 1 10

x
d

n

n n
x

n n

-Ï
=

Ô
-Ô

Ì
- +Ô

=
Ô - -Ó

Òàê êàê n – öåëîå ÷èñëî èç [ ]2; 9  òî óñëîâèå x < 2 ðàâíî-
ñèëüíî

( ) ( )2
18 158 770 22 1 10n n n n- + < - - ¤

¤
2

4 40 99 0n n- + <

9 11
5

2 2
n n¤ < < ¤ = .

Òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íàõîäèì 
43

22
x = , à èç

ïåðâîãî – 
9

110
d = .

2. ( ]
5

1; 4; 5
2

È ˘

Í ˙
Î ˚

∪ . Óêàçàíèå. Åñëè u x= , 5v x= - , òî äàí-

íîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

( )

( )

2

2

u v

u v u

-

-
( )2
3 2 0u v u- + £ ,

èëè

( ) ( )5 3 2 5

0
2 5

x x x x x

x x

- - + - -

≥
- -

.

Ôóíêöèè 3 2 5x x x+ - - , 5x x- -  è 2 5x x- -

âîçðàñòàþò, è èõ êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ 1, 
5

2
 è 4 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, ïîëó÷èì îòâåò.

3. 
3

arctg 2 3 arctg 2
2

kπ+ + , 
( )2 11 3

arctg 2 3 arctg
3 2 3

k π+Ê ˆ
- +Á ˜

Ë ¯
,

k ŒZ . Óêàçàíèå. Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

( )
3

13 sin 2 arctg 2 3 13 sin arctg
2

x x
Ê ˆ

- = +Á ˜
Ë ¯

.

4. 
213 39

12
r .

5. 8. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîäîáíûõ ïèðàìèä îòíîøåíèå ðàäèó-
ñîâ âïèñàííûõ ñôåð ðàâíî îòíîøåíèþ ðàäèóñîâ îïèñàííûõ

ñôåð. Äîêàæåì ðàâåíñòâî 31 2 4
2

rr r r

r r r r
+ + + = , ãäå

1 2 3 4, , , ,r r r r r  – ðàäèóñû ñôåð, âïèñàííûõ ñîîòâåòñòâåííî â èñ-
õîäíóþ ïèðàìèäó è ïèðàìèäû, îòñåêàåìûå îò íåå ïëîñêîñòÿ-
ìè. Ðàññìîòðèì ïèðàìèäó, îòñåêàåìóþ îò èñõîäíîé ïèðàìèäû

DABC ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé ãðàíè ÀÂÑ. Òîãäà  1r

r
 ðàâ-

íî îòíîøåíèþ âûñîò ýòèõ ïèðàìèä 
2 2

1
H r r

H H

-
= - . Çàìåòèì,

÷òî îáúåì DABC ðàâåí 1

1

3
HS , îí æå ðàâåí 

1

3
rS , ãäå 1S  –

ïëîùàäü ABCΔ , à S – ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè DABC.

Ïîýòîìó 1 12
1

r S

r S
= - . Ñêëàäûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ àíàëîãè÷íû-

ìè ðàâåíñòâàìè äëÿ äðóãèõ îòñå÷åííûõ ïèðàìèä, ïîëó÷èì

3 1 2 3 41 2 4
4 2 2

r S S S Sr r r

r r r r S

+ + +
+ + + = - = .

Äëÿ îïèñàííûõ ñôåð òî æå ñîîòíîøåíèå äàåò ðàâåíñòâî

31 2 4
2

RR R R

R R R R
+ + + = .

Âàðèàíò 2

1. 
3
2- . 2. ( ) ( ) ( )2 2; 2 2; 0 0; 2- - -∪ ∪ .

3. 
3

8 2

kπ π
+ , 

4
k

π
π- + , 

1
arccos 2

4 2 2
k

π
π- ± + , k ŒZ .

4. 
2

π
. 5. [ )

4
4; 2 ;

3

Ê ˆ
- - + •Á ˜

Ë ¯
∪ .

ÌÎÑÊÎÂÑÊÀß ÃÎÐÎÄÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÏÎ ÔÈÇÈÊÅ

1. 
( )

( )2 2

sin cos2

cos2 cos

L u v

u v

ϕ ϕ
τ

ϕ ϕ
-

=

-

. 2. 
( )arcsin 1 4

2

R
l = .

3. l = 2R. 4. 2
R

T
g

π= .

5. ( )( )x0,315 2exp 0,315 1A RT= - - =
x0,145RT .

6. 0

0

3
2

2

R
A q

σϕ
ε

Ê ˆ
= -

Á ˜
Ë ¯

.

7. Ïðè ÷åòíîì ÷èñëå ñëîåâ èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà

0 0

I
B

a
μ= , 0, 0B , 0 è òàê äàëåå; ïðè íå÷åòíîì ÷èñëå ñëîåâ

èíäóêöèÿ ðàâíà 
0

2

B
, 

0

2

B
- , 

0

2

B
, 

0

2

B
-  è òàê äàëåå.

8. 
( )2

1 3 1 32 2

4

22 2

L I I II I
I

L

-Ê ˆ
= ± -Á ˜

Ë ¯
.

9. ( )
( )

1 0 0 1

2 1
4 2 1 cos

d n
I I I I I

π
λ

-Ê ˆ
= + - +

Á ˜
Ë ¯

.
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